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Introduction 



Si / est un automorphisme sur une surface complexe compacte Z d'entropie topologique 
positive, alors ou bien la dimension de KODAIRA de Z est nulle et dans ce cas / est conjugue 
a un automorphisme de 1' unique modele minimal de Z qui doit etre un tore, une surface K3 
ou une surface d'ENRlQUES ; ou bien la surface Z est rationnelle non minimale et / est 
birationnellement conjuguee a une transformation birationnelle du plan ( [|Can99ll ). Le cas 
des surfaces K3 a ete en particulier etudie par |Can01, McM02, Ogu] ISil9lllWan95ll . Un 
des premiers exemples donne dans le contexte des surfaces rationnelles est du a COBLE 
(" IICob611 ) ; nous en reparlerons au Chapitre [3] Donnons un autre exemple bien connu : 
soient A = Z[i] et £" = C/A. Le groupe SL2(A) agit lineairement sur C^ et preserve le 
reseau A x A; par suite tout element A de SL2(A) induit un automorphisme Ja sur E x E 
qui commute avec x{x,y) = {hc,iy). L' automorphisme /^ se releve en un automorphisme 
/a sur la desingularisee de (£ x £')/i, qui est une surface de KUMMER. Cette surface est 
rationnelle et I'entropie de /^ est positive des que le module de I'une des valeurs propres de 
A est strictement plus grand que 1 . 

On va s'interesser aux surfaces obtenues en eclatant le plan projectif complexe en un nombre 
fini de points ; ceci est justifie par le theoreme de Nagata ([Nag60|, Theorem 5) : soient 
Z une surface rationnelle et / un automorphisme sur Z tel que /* soit d'ordre infini ; alors 
il existe une suite d' applications holomorphes %j+\ : Zj+\ — )• Zj telles que Z\ = P^(C), 
Zn+\ = -Z et 7lj+i soit I'eclatement de pj G Zj. De telles surfaces sont appelees surfaces 
rationnelles basiques. Neanmoins une surface obtenue a partir de P^(C) apres des eclate- 
ments generiques n'a pas d' automorphisme non trivial ( IIHir88l [Koi881 ) . 

Dans IIMcMOTII McMULLEN, en s'appuyant sur des travaux de NAGATA et Harbourne, 
donne un analogue du theoreme de TORELLI pour les surfaces K3 : il construit des auto- 
morphismes sur certaines surfaces rationnelles en prescrivant Taction de 1' automorphisme 
sur les groupes de cohomologie de la surface. Ces surfaces sont des surfaces rationnelles 
possedant, a facteur multiplicatif pres, une unique 2-forme meromorphe Q. qui ne s'annule 
pas. Si / est un automorphisme sur Z obtenu via cette construction, f*Q. est proportion- 
nelle a il et / preserve le lieu des poles de Q.. Notons que lorsqu'on projette Z sur le plan 
projectif complexe, / induit une transformation birationnelle qui preserve une cubique. 
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Dans ||BK06, BK09, BKa] le point de vue est quelque peu different. Les auteurs consi- 
derent des transformations birationnelles de P^(C) et ajustent les coefficients de celles-ci 
afin de trouver une suite finie d'eclatements 7i: Z — )• P^(C) telle que ['application indui- 
te fz = 71^ V^ soit un automorphisme de Z. Alors ils calculent le premier degre dynamique 
et etablissent si la famille est triviale ou non. Certains de leurs travaux sont inspires par 
fHVOOb, HVOOa, TakOla, TakOlb, TakOlc]. Notons que la construction de McMuUen ne 
permet pas d'obtenir tous les automorphismes construits par BEDFORD et KiM. Ces der- 
niers produisent en particuliers des exemples ne preservant aucune courbe mais aussi des 
families continues. lis montrent des proprietes de nature dynamique comme par exemple la 
coexistence de domaines de rotation de rang 1 et 2. 

Dans BDGIO I les auteurs utilisent la theorie generale des deformations des varietes com- 
plexes pour decrire explicitement les petites deformations des surfaces rationnelles. Cela 
leur permet de donner un critere simple pour compter le nombre de parametres d'une defor- 
mation d'une surface rationnelle basique donnee. lis etudient ensuite une famille de transfor- 
mations birationnelles (<I>„)„>2; ils construisent, pour tout n, deux points infiniment proches 
P\ et P2 de P^(C) ayant la propriete suivante : <!>„ induit un isomorphisme entre P^(C) eclate 
en Pi et P^(C) eclate en P2- Ensuite ils donnent des conditions generales portant sur <!>„ per- 
mettant de trouver des automorphismes cp de P'^(C) tels que cp<I>„ soit un automorphisme 
de p2(C) eclate en Pi, 9(^2), (cp<I>„)cp(P2), •••, {i^^nf^iPi) =Pv Us appliquent cette 
methode a d'autres transformations que <!>„. Cette demarche n'etant pas propre a <!>„ ils 
r appliquent a d'autres transformations. 

Dans un premier chapitre nous rappelons des proprietes des automorphismes polynomiaux 
de C^ et des transformations birationnelles du plan projectif complexe. Dans le second nous 
donnons quelques resultats de geometric birationnelle comme le theoreme de factorisation 
de Zariski, la notion de dimension de KODAIRA, la description des surfaces complexes 
compactes kahleriennes. Ensuite nous rappelons des enonces de linearisation, des proprietes 
des automorphismes d'entropie positive, la notion de composantes de Fatou etc. Le cha- 
pitrelHest consacre au travail de McMULLEN ([ McM07ll ). les chapitres|5]et[6]aux resultats 
de Bedford et Kim ( [BK09,BKa, BKbl ) et le dernier a llDGlO I. 

Remerciements. Je tiens a remercier D. Cerveau pour sa generosite, ses encoura- 
gements et son enthousiasme permanents. Merci a P. Sad pour son invitation au sud de 
I'equateur, les seminaires bis... et a J. Grivaux pour sa precieuse aide. Merci a I'lMPA 
pour son accueil formidable et au CNRS pour la delegation qui m'a permis de realiser ce 
projet. 
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CHAPITRE 1 

Groupe des automorphismes polynomiaux de C^ et groupe de 

Cremona 

1. Groupe des automorphismes polynomiaux de C^ 

Un automorphisme polynomial de C? est une application bijective de la forme suivante 

<C^^C\ {x,y)^{Mx,y)j2{x,y)), fi(^C[x,y]. 

L' ensemble de ces automorphismes forme un groupe, appele groupe des automorphismes 
polynomiaux de C^, que nous noterons Aut[C^]. 
Introduisons deux sous-groupes naturels de Aut[C^] 

E = {ix,y)^{ax + Piy),^y + y)\a,^,yeC,a^^O,PeC[y]}, 

A = {{x,y) *-^ {a\x + b\y + c\,a2X + b2y + C2) la;, bi, c,- £ C,aib2 — a2b\ / 0}. 

On dit que A est le groupe des automorphismes affines et E le groupe des automorphismes 
elementaires ; ce sont les exactement les automorphismes qui preservent le feuilletage « ho- 
rizontal » dy = 0. 
Soit S = A n E le groupe des automorphismes affines triangulaires 

S = {{x,y) i-> {aix + biy + ci,b2y + C2)\ai,bi,Ci G C,aib2 /O}. 

Le groupe Aut[C^] a une structure de produit amalgame. 

Theoreme 1.1 ( |Jun42| ). Le groupe Aut[C^] est le produit amalgame des sous-groupes A 
et E le long de lew intersection S . 

Autrement dit tout element cp de Aut[C^] \S s'ecrit {ai)e\ . . .an{en) avec a,- dans A\E, e,- 
dans E \ A; de plus, cette ecriture est unique modulo les relations naturelles 



aie: 



{ais){s ^ei), ei-iai = {ei-is'){s' 'a,), s,s'£S. 



Remarque 1.2. Hormis dans certains cas (cas resonants) un automorphisme elementaire 
est conjugue a un automorphisme affine. Cependant il existe dans Aut[C^] des elements non 
conjugues a des automorphismes affines ; c'est par exemple le cas des automorphismes de 
Henon generalises 

{y,P{y)-5x), 8eC,PeCb],degP>2, 
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qui s'ecrivent aussi {y,x){—5x + P{y),y) avec {y,x) dans A\Eet {—5x+P(y),y) dansE\A. 
A I'aide du theoreme de Jung, Friedland et Milnor ont demontre I'enonce suivant. 

Proposition 1.3 ( IIFM89i '). Soitf an automorphisme polynomial de C^. On a V alternative 

- f est conjugue a un element de E; 

- / est conjugue a une composee d' applications de Henon generalisees, i.e. 

oil (p est dans Aut[C^] etles gt des applications de Henon generalisees. 

Dans le premier cas / est dit de type elementaire, dans le second de type HENON ; K designe 
le semi-groupe des composees d' applications de HENON generalisees. 

Remarque 1.4. Les automorphismes affines sont de type elementaire (triangulation des 
matrices). 

Nous allons voir que cette dichotomic type elementaire/type HENON se poursuit : 

- Tout element de type elementaire preserve une fibration rationnelle alors qu'un auto- 
morphisme de type Henon n'en preserve pas. 

- Les automorphismes de type elementaire ont tous un centralisateur non denombrable 
(en fait presque tous se plongent dans un groupe a un parametre de Aut[C^]) alors 
que le centralisateur d'un automorphisme de type Henon est denombrable, sou vent 
meme reduit a ses iteres (fLamOl]). 

- Un automorphisme de type HENON possede une infinite de points periodiques hyper- 
boliques. 

Le degre algebrique d'un automorphisme polynomial 

/: C^ ^ C\ {x,y) ^ {Mx,y),f2{x,y)), /■ G C[x,y] 

est defini par deg/ = max(deg/i,deg/2). Ce degre n'est pas un invariant dynamique (en 
general si /, g sont dans Aut[C^], alors deg(/^/^') 7^ degg) ; on introduit done un second 
degre, le degre dynamique (tDil96, FM89|), defini par 

M/)= lim (deg/")!/". 

On peut verifier que celui-ci est un invariant dynamique (en fait il existe deux constantes 
strictement positives a et P telles que 

adegg" <deg{fg"f-') <^degg" 

pour tout entier n). 

Si / est un automorphisme elementaire, on a deg/" = deg/ d'oii ?i(/) = 1. Au contraire, 
pour un element / de :?/, on a ?i(/) = deg/; plus precisement si / = /i •••/«, avec /■ 
apphcation de Henon generalisee, on a deg/ = ]^deg/ > 2 {voir IIFM89I '). Par suite 
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- / est de type elementaire si et seulement si X(/) = 1; 

- / est de type Henon si et seulement si ?i(/) > 1. 

La plupart des proprietes qui precedent ont ete demontrees en s'appuyant sur la structure 
de produit amalgame de Aut[C^]. Plus precisement puisque Aut[C^] = A*sE la theorie 
de Bass-Serre assure que Aut[C^] agit de maniere non triviale par translation a gauche 
sur un arbre T (voir ISe rTTl ). L'arbre T est defini comme suit : I'ensemble des sommets 
est I'union disjointe des classes a gauche (Aut[C^])/A et (Aut[C^])/E et celui des aretes 
I'union disjointe des classes a gauche (Aut[C^])/S. Pour tout automorphisme polynomial 
/ I'arete /S relie les sommets /A et /E. On herite ainsi d'une action fidele de Aut[C^] 
dans le groupe des isometrics de l'arbre T . L' etude de cette action permet de demontrer de 
nombreuses proprietes sur Aut[C^]. 

2. Groupe des transformations birationnelles 

Une transformation rationnelle de P^(C) dans lui-meme est une transformation de la forme 

p2(C) -. p2(C), {x:y:z)^ {Mx,y,z) : Mx,y,z) : f2{x,y,z)) 

oil les fi sont des polynomes homogenes de meme degre sans facteur commun. 
Une transformation birationnelle du plan projectif complexe dans lui-meme est une trans- 
formation rationnelle qui admet un inverse rationnel. 

Exemples 1.5. - Un automorphisme de P^(C), i.e. un element de PGL3(C), est une 
transformation birationnelle. 

- Tout automorphisme polynomial de C^ se prolonge en une transformation biration- 
nelle du plan projectif complexe ; par exemple on a dans le cas des automorphismes 
elementaires 

p2(c) -^ ^^{O, {x:y:z)^ (ottz"-' +z"P {A ■ Pjz""' +Yz" : z") 

ou a, p, Y sont des elements de C tels que ap / et P un polynome de C-\y\ de 
degre n, alors que dans le cas des automorphismes de Henon generalise on a 

p2(c) -^ p2(C), {x:y:z)^ {yz"-' : z'P (^) - 5xz"-' : z"), 

oil 8 designe un complexe non nul et P un polynome de degre superieur ou egal a 2. 

- La transformation 

a: p2(C)--^p2(C), {x : y : z) ^ {yz : xz : xy) 

est rationnelle ; elle s'ecrit aussi ( ^ : -^ : - j . On remarque en particulier que c'est 
une involution, elle est done birationnelle. 
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On designe par Bir(P^) le groupe des transformations birationnelles du plan pro jectif dans 

lui-meme encore appele groupe de CREMONA ; les elements de Bir(P^) s'appellent aussi 

transformations de CREMONA. 

Le groupe Aut(P^(C)) des automorphismes de P^(C) est un sous-groupe de Bir(P^), de 

meme que Aut[C^]. 

Une transformation birationnelle 

/: P2(C) -. P2(C), {x:y:z)^ {fo{x,y,z) : fi{x,y,z) : f2{x,y,z)) 

a un ensemble d'indetermination Ind/ defini par les zeros communs des /,, on dit aussi que 
ce sont les points eclates par /. EUe possede aussi un ensemble exceptionnel Exc/ dont 
les composantes sont les courbes contractees par /; c'est « I'image » par /^^ de Ind/^^. 
Lorsque / est birationnelle, Exc/ est le lieu des zeros de det jac/. 

Exemples 1.6. - Si / est un automorphisme de P^(C), alors / est du type 

(x : J : z) 1-^ {a^x + b^y + cqz : a\x + b\y + c\z: a2X + b2y + C2z) 



avec 



/ et Ind/ = Exc/ = 0. 



«o bo Co 
a\ b\ ci 

Cl2 ^2 C2 

- Soit /: P^(C) — -> P^(C) le prolongement d'un automorphisme elementaire a P^(C) 



{x:y:z)^ (ottz""' +2"^ ( - j : ^yz"-^ + yz" : z"), 

avec a, P, Y G C, aP / 0, P G C[y], degP = «, alors 

Exc/ = {z = 0} et Ind/ = {(1 :0:0)}. 

De meme le prolongement d'un automorphisme de Henon generalise a P^(C) contracte 
une unique droite et eclate un seul point situe sur cette droite. 

- Consideronsl' involution a: P^(C) --^ P^(C), (x: j:z) i-> {yz '.xz '-xy). Onremarque 
que 

lnda = {(l:0:0), (0:1:0), (0:0:1)} 

et Exc a = {x = 0}U{j = 0}U{z = 0}. Plus precisement a contracte la droite d' equa- 
tion X = (resp. y = 0, resp z = 0) sur le point (1:0:0) (resp. (0:1:0), resp. 
(0:0: 1)). Puisque a est une involution a eclate le point (1:0:0) (resp. (0:1:0), 
resp. (0:0: 1)) sur la droite x = (resp. j = 0, resp. z = 0). 

L' application d'eclatement en un point est un exemple de transformation birationnelle. 
Soient Z une surface et p un point de 2. . II existe une surface Z et un morphisme n: Z ^ Z 
tels que 

- E = 'ii^\p) soit isomorphe a P^ (C) ; 
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- la restriction 71,-, g: z\E ^ z\ {p} de 71 a Z \ E soit un isomorphisme. 

A isomorphisme pres Z etn sont uniques. On dit que 7i est ['application d'eclatement en p 

et Z est I'eclate de Z en p. On dit aussi qu'on passe de Z a. Z en eclatant le point p et qu'on 

passe de Z a. Z en contractant la courbe E. La courbe rationnelle E est appelee diviseur 

exceptionnel. 

Une presentation concrete de I'eclatement de C^ en est la suivante : on considere 

r = {((^,j),[^:Tl])GC2xpi(C)|xTl=3'^} 

avec la projection 71 sur le premier facteur; le couple (r,7i) est I'eclatement de C^ en 0. 
Notons que 71^' : C^ \ {0} — )• T est 1' application definie par %^^{x,y) = {{x,y),[x :y\); on 
peut aussi ecrire 

71-^^,3^) = ((^,3;),[1 -.y/x]) = {{x,y),[x/y : 1]). 
Ces deux representations permettent de definir des cartes 11 ' = C^^ et u " = C? ^ ou les 
coordonnees sont definies a I'aide de 7t 

7i': (i,ri) ^ {s,sv[) = {x,y), n" : {^,t) ^ {^t,t) = {x,y). 

Par suite T = «' U "U" et E' = E n w' = {i' = 0} est equivalent a C. Dans I'eclate la trans- 
formee stricte (voir Chapitre|2ll de {x = 0} (resp. {y = 0}) dans F est donnee par {b, = 0} 
(resp. {rj = 0}) ; il s'en suit qu'on utilise le systeme de coordonnees (^,f) (resp. (s,Tl)) si 
on veut travailler au voisinage de {x = 0} (resp. {y = 0}). 
II existe un theoreme de generation pour Bir(P^). 

Theoreme 1.7 ([CasOll lNoe69l INoeTOl INoe72ll ). Le groupe de Cremona est engendre 

paraetAut(p2(C)). 

On peut reformuler cet enonce d'une autre fa9on ; avant remarquons que les transformations 
birationnelles d'une surface Z dans elle-meme forment un groupe que Ton note Bir(2;). 

Theoreme 1.8 ( IIIsk85l ). Considerons le groupe Bir(P^(C) x P^(C)) des transformations 
birationnelles dePi(C) x pi(C) dans lui-meme, n: P'(C) x pi(C) -^ P'(C) la projection 
sur le premier facteur et X : (m,v) i— ;■ (v,m). Le groupe Bir(P^(C) xP'(C)) est engendre par 
T et le groupe des transformations qui preservent la fibration 7i. 

Contrairement a Aut[C^] le groupe Bir(P^) n'est pas le produit amalgame de deux groupes 
le long de leur intersection ([ Wri92]). Les techniques utilisees pour decrire ces deux groupes 
sont done essentiellement differentes. 

II y a une notion de premier degre dynamique sur Bir(P^) qui prolonge la notion definie 
sur Aut[C2]. Si /: p2(C) -^ p2(C), {x:y:z)^ iMx,y,z) : Mx,y,z) : f2{x,y,z)) designe 
une transformation birationnelle, le degre algebrique de f est par definition egal au degre 
des /,. Quant au degre dynamique il est donne par la meme definition, a savoir par 

Kf) = lim {degfY'r 
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Soit / dans Bir(P^); la transformation / est dite algebriquement stable s'il n'existe pas 
de courbe C dans P^(C) telle que f'^{c) appartienne a Ind/ pour un certain entier k>0. 
Autrement dit une transformation est algebriquement stable si la situation suivante n' arrive 
pas 

/ / / / / 



Les deux conditions qui suivent sont equivalentes ( liDFOlU ) 

- il n'existe pas de courbe C dans P^(C) telle que f'^{c) appartienne a Ind/ pour un 
certain entier k>0; 

- pour tout entier « on a deg/" = (deg/)". 



Exemples 1.9. - Un automorphisme de P (C) est algebriquement stable. 

- L'involution a: P^(C) ---> P^(C), {x : y: z) ^-^ {yz '■ xz : xy) n'est pas algebriquement 
stable : si C appartient a Exca alors o{c) est un point de Ind a; par ailleurs dega^ = 1 
alors que (dega)^ = 4. 

- Si A est un element «generique » de Aut(P^(C)), alors Aa est algebriquement stable 

(EDI). 

D'apres DiLLER et Favre toute transformation birationnelle sur une surface complexe 
compacte est algebriquement stable modulo conjugaison birationnelle. 

Proposition 1.10 ( IIDFOH ). Soit f: Z --"> Z une transformation birationnelle sur une sur- 
face complexe compacte Z. II existe une suite d'eclatements n: X ^ Z telle que K^^fn 
soit algebriquement stable. 

Idee de demonstration. Raisonnons par I'absurde, i.e. supposons que / ne soit pas al- 
gebriquement stable ; il existe alors une courbe C et un entier k tels que 



Pi Pi Pk-i Pk 



L'idee mise en ceuvre par DiLLER et Favre est la suivante : quitte a eclater les pi I'image 
de C est, pour / = 1 , . . . , /:, une courbe. En renouvelant un nombre fini de fois cette operation 
on obtient le resultat annonce. D 
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Lorsque / est une transformation de CREMONA algebriquement stable, on a X{f) = deg/. 

Nous allons voir que pour Bir(P^) il n'y a pas d'analogue a la dichotomie automorphisme 
de HENON/automorphisme elementaire. Pour ce faire introduisons la famille de transfor- 
mations birationnelles (/ap) donnee par 

p2(C)-4p2(C), {x:y:z)^iiou + y)z:M^ + z):z{x + z)), a, p G C* 
soil dans la carte affine z = 1 

Theoreme 1.11 ( UDesOSl ). Le premier degre dynamique de /a p vaut 1 ; plus precisement deg/^ g - 

n. 

Supposons que a et P soient de module 1 et generiques. Si g commute a /dp, alors g est 

une puissance de /d p; en particulier, le centralisateur de /a p est denombrable. 

Les elements f^ „ possedent deux points fixes m\ , 1112 et 

- il existe un voisinage Vi de mi sur lequel /„ p est conjugue a (ott, ^y); en particulier 
V adherence de Vorbite d'un point de l^i sous Faction de /„ p est un tore de dimen- 
sion 2; 

- il existe un voisinage 1^2 de m2 tel que la dynamique de /^ g soit localement lineaire 
sur n/2', I'adherence de Vorbite generique d'un point de 1^2 sous Faction de f^n est 
un cercle. 

Supposons que |P| = 1; dans la carte affine {x,y) les /^p laissent les 3-varietes \y\ = cte 
invariantes. Les orbites presentees sont bornees dans un M^ x S^ La dynamique se passe 
essentiellement en dimension 3, differentes projections permettent d' avoir une bonne re- 
presentation de I'orbite d'un point. Dans la carte affine z = 1 on designe par pi et p2 les 
deux projections standards. Les figures que nous proposons sont des representations (en 
perspective) des projections suivantes. 

- On considere d'abord 1' ensemble 

ai(m,a,P) = {(7Ji(/«p(m)),Im(/,2(/^,p(m))))|n = 1.. 30000}; 

cet ensemble est contenu dans le produit de R^ par un intervalle. L'orbite d'un point 
sous Taction de /„ p est comprimee par le revetement double {x,pe^^) — ;• (;c, psinO). 

- De meme on introduit 

n2(m,a,P) = {(Re(/.i(/^p(m))),/.2(/^,pH))h = 1..30000} 

qui est inclus dans un cylindre M x S^; cette seconde projection montre comment 
« decomprimer » Qi pour avoir Failure de l'orbite. 
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On suppose que a = exp(2i\/3) et P = exp(2i\/2) et on note Q.i{m) au lieu de ^i{m, a, P) . 
Les figures qui suivent illustrent tres bien le Theoreme ll.lll 





ni(10-^i,10-^i) 



n2(10-^i,10'^i) 



II s'agit de I'orbite d'un point situe dans la zone de linearisation du point (0:0: 1); on 
observe que I'adherence d'une orbite est un tore. 





Hi (10000 + 10-^i, 10000 + lO-^i) 



^2(10000 + lO-^i, 10000 + 10-^i) 



C'est « I'orbite » sous Taction de f^„ d'un point dans la zone de linearisation du point 
(0:1:0); ici I'adherence d'une « orbite » est un cercle topologique. Les singularites sont 
des artefacts de projection. 

Remarque 1.12. La droite z = est contractee par /„ p sur (0:1:0) lui-meme eclate 
sur z = : la transformation /„ p n'est pas algebriquement stable ; c'est pour cette raison 
que Ton a considere /^ „ et non /„ p. 

La theorie ne permet pas de prevoir ce qui se passe a I'exterieur de ces deux zones de 
linearisation. Entre les deux zones de linearisation l^i et 1^2 les experiences suggerent une 
dynamique chaotique comme le montrent les dessins qui suivent. 





^1 (0.4 +10-41,0.4+10-^1 



^2(0.4+ 10-^1,0.4 + 10-^1) 
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On constate une deformation des tores invariants. 



i 




ni(0.9 + 10-4i,0.9 + 10-4i) 



a2(0.9+10-^i,0.9+10-4i) 





ai(l + 10-4i,i + 10-^1 



^2(1 + lO-^i, 1 + io-4i 





^i{im + \o-\\m + \o-\) 



a2(1.08 + 10-^i,1.08 + 10-^i) 



Manifestement les tores invariants ont disparu. Toutefois la figure semble s'organiser autour 
d'une courbe fermee. 

Si, contrairement au cadre des automorphismes polynomiaux de C^, on n'a pas d'equiva- 
lence entre premier degre dynamique strictement superieur a 1 et centralisateur non denom- 
brable on a neanmoins une implication. Plus precisement on a I'enonce suivant. 



Theoreme 1.13 ( liCanl ). Soitf une transformation birationnelle du plan projectif complexe 
dont le premier degre dynamique X{f) est strictement plus grand que 1 . Si g est un element 
de Bir(P^) qui commute avec f, il existe deux entiers m dans W et n dans Z tels que g'" = 

r- 
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Etant donnee une transformation birationnelle /, DiLLER et Favre ont etudie le compor- 
tement de (deg/")„ et donne des proprietes dans chacun des cas possibles. 

Theoreme 1.14 ( HDFOlll ). Une transformation birationnelle deP^(C) satisfait, a conjugai- 
son birationnelle pres, une et une seule des proprietes suivantes. 

- La suite (deg/")„ est bornee, f est un automorphisme d'une surface rationnelle Z et 
un itere de f appartient a Aut^{z), la composante neutre de Aut{z). 

- deg/" ~ n alors f n' est pas un automorphisme et f preserve une unique fibration qui 
est rationnelle. 

- deg/" ~ n^ auquel cas f est un automorphisme preservant une unique fibration qui 
est elliptique. 

- deg/" ~a", a> 1. 

Dans les trois premieres eventualite on a X(/) = 1, dans le demiere a = X(/) > 1. 

Exemples 1.15. - Si / est un automorphisme de P^(C), alors deg/" = 1 pour tout n. 
Toute transformation birationnelle / d'ordre fini satisfait : (deg/")„ est bornee. 

- La transformation f = {xz:xy : z^) verifie deg/" ~ n (se placer dans la carte z = 1). 

- Le prolongement / d'un automorphisme de Henon generalise {y,P(y) — bx), avec P 
dans C[y] tel que degP > 2 et 5 dans C*, a une croissance des degres exponentielle, 
Le. deg/" = (degP)". 

- Soit /m I'element de Bir(P^) defini dans la carte z = 1 par 



Im = {x"y ,x''y'') avec M 



G SL2(Z). 



On a r alternative 

- ou bien |trM| < 2 et X(/m) = 1; 

- ou bien M a pour valeurs propres reelles XetX^^ avec X^^ <\ <Xet X{fM) = 
X. 

Par suite (deg/^)„ est bornee (resp. deg/^ ~ n, resp. deg/^ ~ n^, resp. deg fj^ ~ H/m)") 
si et seulement si M est elliptique (resp. parabolique, resp. parabolique, resp. hyper- 
bolique). 

Une variete kdhlerienne M est une variete hermitienne M {i.e. une variete complexe munie 
d'une metrique hermitienne h) telle que la 2-forme (0 = — im/i soit fermee. 

Exemples 1.16. - Puisque toute sous-variete d'une variete kahlerienne est kahlerienne 
et que la metrique de Fubini-Study sur P"(C) est kahlerienne toute variete algebrique 
projective est kahlerienne. 

- Soit A un reseau dans C"; le tore C"/A est une variete kahlerienne. 

- Toute surface de Riemann est kahlerienne. 
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Les notions de premier degre dynamique, de stabilite algebrique et le Theoreme 11.141 se 
generalisent au contexte suivant : les transformations bimeromorphes sur des surfaces com- 
pactes kahleriennes. Une transformation rationnelle / sur une surface complexe compacte 
kahlerienne Z definit un operateur lineaire /* sur les groupes de cohomologie de Z preser- 
vant la decomposition de HODGE \^{z , C) = ^^ H''-' {z,C). On definit le premier degre 

i+j=k 
dynamique de / par 

M/)= lim WifTW'l- 

oil II • II designe une norme sur End(H^'^(z,R)); toujours d'apres fDFOll cette quantite est 
un invariant birationnel. Elle coincide sur le plan projectif complexe avec la notion deja 
introduite. 



CHAPITRE 2 



Un peu de geometrie algebrique 



1. Quelques definitions et proprietes 

Soient X et Z deux surfaces complexes compactes. Une application meromorphe /: X — ^ 
Z est definie par son graphe r(/) C X x Z;ce graphe est une sous-variete irreductible pour 
laquelle la projection 7li : r(/) — )• X sur le premier facteur est une modification propre, i.e. 
une application holomorphe surjective propre dont la fibre generique est un point (fFfsTSl). 
Le lieu d'indetermination de / est I'ensemble fini de points oii %\ n'admet pas d'inverse 
local. L' application / est dominante si la seconde projection 7I2 : r(/) — )• Z est surjective. 
\J ensemble critique de / est I'image par 7li du lieu critique de JI2; on le notera C{f). No- 
tons Exc7i2 I'ensemble des points ou %2 n'est pas une application finie ; on definit V ensemble 
exceptionnel de / par Exc/ = 7ii(Exc7l2) C C{f). Soient f:X — "^ T' , g- T' — "^ Z deux 
applications meromorphes dominantes ; le graphe r(g of) de go f est 1' adherence de 

{{x,g{f{x))) ex xz\x^lndfj{x)^lndg}; 

ce sous-ensemble coincide avec 

r(g)or(/) = {{x,z) exxz\3y g ir, (^,y) g r(/), iy,z) e r{g)} 

si et seulement si ce dernier est irreductible. 

Proposition 2.1 (fDFOTl). Soient f: X --^ 9^, g: J ---> Z deux applications meromor- 
phes dominantes entre deux surfaces complexes compactes ; r{g) o r(/) est irreductible si 
et seulement s'il n'existe pas de composante 'U dans Exc/ telle que f{l^) appartienne a 
Indg. 

La transformation / est algebriquement stable si et seulement si r(/) or(/") = r(/o/") 
pour tout n dans N. 

Soit /: X — ^ Z une application meromorphe dominante entre deux surfaces complexes 
compactes, T une desingularisation de son graphe et 711 , 712 les deux projections naturelles. 
Une forme lisse a G CpAz) de bidegre {p,q) peut etre tiree en arriere comme une forme 
lisse 712a G CpqiT) et poussee en avant comme un courant. Si {a} G H'''^(2;) est la classe 
de Dolbeault d'une forme Usse a on definit /*{a} par /*{«} := {7ii*7i2a} G HP'*(x ) d'oii 
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I'application lineaire /* : H^''^(2;) — )■ H''''^(x). De la meme fagon on peut definir 

/*=7i2*7it:H^''^(x)^H'''^(2). 

Solent Z une surface et 7i: Z ^ Z Tappllcatlon d'eclatement d'un point /? de 2. SI C est 
une courbe de Z passant par p on deslgne par C = 71^^ (c \ {;?}) la transformee stride de C ; 
la transformee totale de C est le dlvlseur 71* C ■ Remarquons que si C est llsse en ;? on a 

7I*C = ?+E. 

Un diviseur E sur Z est une comblnalson lineaire du type Y^^^iCi, les Q deslgnant des 
courbes Irreductlbles eventuellement slngulleres de Z et les c,- des entlers relatlfs. Les dl- 
vlseurs D' et D" sont lineairement equivalents, D' ^ D", si D' — D" est le dlvlseur d'une 
fonctlon ratlonnelle /?, autrement dlt si D' — D" coincide avec le lieu des zeros (avec multl- 
pllclte) de R prlve de 1' ensemble des poles de R. 

Le groupe de PiCARD de 2., note Plc(2.), est le groupe quotient des dlvlseurs modulo equi- 
valence lineaire. On a : Plc(P^(C)) ~ Z. Solent H la classe d'une drolte dans Plc(P^(C)) 
et C la classe d'une courbe de degre d; on constate que C ^ d\l. 

La surface Z est munle d'une forme d' Intersection : si D et D' sont deux courbes dls- 
tlnctes, D D' correspond au nombre de points d' Intersection de ces courbes comptes avec 
multlpllclte ; on remarque que dans ce cas D ■ D' est posltlf ou nul. On peut etendre naturel- 
lement cette definition pour donner un sens a 1' Intersection de deux dlvlseurs quelconques ; 
un cas partlculler est I'auto-lntersectlon, on deslgne alors DD par D^. Le nombre d'lnter- 
sectlon verlfie les proprletes sulvantes 

- si D' ~ D" alors DD' = D- D"; 

- ■K*D%*D' = DD'; 

- E • 7i*D = 0; 
-E2 = -1; 

- C^ = C^-l. 

Solent 71 : Bl^P^ ^ f^(C) I'eclatement de ¥^{C) au point ;? et E = %^^{p) la fibre excep- 
tlonnelle. Notons Rat(S) I'ensemble des fonctlons ratlonnelles sur S; on a : 

Rat(BlpP2)=;i*(Rat(p2))_ 

Le groupe Plc(BlpP2) est engendre par E et L ou L = {£ = 0} deslgne une drolte ne passant 
pas par ;? et L = 7I*L = {£ o 71 = 0} le pull-back de L. 

Plus generalement solent Z une varlete complexe obtenue en eclatant le plan projectlf com- 
plexe en N points dlstlncts p\, . . . , pi^ e.t % \n composition de ces dlfferents eclatements. 
Posons H2 = 7I*H, H deslgnant une drolte. SI H ne contlent aucun des pi, alors H^; est 
represente par la transformee strlcte H de H. Notons Ej = %^^{pj) la classe dans Plc(2;) de 
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la fibre exceptionnelle obtenue en eclatant pi. En general si H est une droite de P^(C), alors 
H^ = H+ y\ Ej. Dans ce cas on pent decrire Pic(2;). 



Theoreme 2.2. Soient pi, ■ ■■ , Pn des points distincts de P^(C). Notons n: Z ^ P^(C) la 
suite d'eclatements des pi. Si Ej = 'ii^^{pj) designent les fibres exceptionnelles et H une 
droite generique de P^(C), alors 



Pic(2) = ZEi. 



Ln*U. 



Rappelons ce que sont les surfaces de HiRZEBRUCH F„. Posons Fq = P^(C) x P^(C). La 
surface Fi est obtenue en eclatant le plan projectif complexe en (1 : : 0); cette surface 
est un compactifie de C^ naturellement muni d'une fibration rationnelle correspondant aux 
droites y = cte. Le diviseur a I'infini est constitue de deux courbes rationnelles s'intersectant 
transversalement en un point. On a 

- la transformee stricte de la droite a I'infini dans P^(C) qui est une droite ; 

- le diviseur exceptionnel de I'eclatement qui est une section pour la fibration. 

Plus generalement F„ est, pour tout « > 1 , un compactifie de C^ muni d'une fibration ration- 
nelle telle que le diviseur a I'infini soit constitue de deux courbes rationnelles transverses, 
une fibre / et une section s^ d' auto-intersection —n 



F„=Ppi(c)(Opi(c)(l)eC'pi(c)(«)), 



n>2. 



Considerons la surface F„. On note p 1' intersection de s^ et / une fibre, 7li I'eclatement de 
F„ en p et 712 la contraction de la transformee stricte / de /. On passe de F„ a F„_|_i via 

ji27tr' 



-^ 



/ p 



Ki 




7t2 



(« + l) 



-(n + 1) 



Sn+l 



^n+1 



,-1 



On pent aussi passer de F„+i a F„ via 7l27li ou 7li est I'eclatement de F„+i en un point p 
de la fibre / qui n'appartient pas a 5',j_|_i et 7I2 la contraction de la transformee stricte / de / 
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f P Ttl 



■SjJ+l 



F„ 



+1 



/ 



Tl2 



-(« + l) 



Sn+1 



F„ 



Dans ces deux eventualites on dit que 7l27li est une transformation elementaire en p. 



2. Theoreme de factorisation de Zariski 

Le theoreme de factorisation de ZARISKI assure que toute transformation de CREMONA 
s'ecrit au moyen d'eclatements ; ce resultat est en fait valable pour toute transformation bi- 
rationnelle d'une surface projective lisse dans une autre. Avant de I'enoncer rappelons que 
si X est une variete irreductible et '/ une variete, une transformation rationnelle f: X --^ J 
est un morphisme d'un ouvert u At X dans J qui n'est pas la restriction d'un mor- 
phisme u ^ J avec u <^U. 

Theoreme 2.3 (Zariski, 1944). Soient x, J deux surfaces projectives lisses et f une 
transformation birationnelle entre X et ^ . II existe une surface projective lisse Z et deux 
suites d'eclatements 



Til : Z —^ X, 



%2: Z ^y 



telles que f = %2'^\ ^ 





x------^7 



Exemple 2.4. L' involution a se decompose en deux suites d'eclatements 
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7ti 



A ' Lab " B 



P2(C) 




Lac \ Ec / Lbc 



%2 




avec 



A = (1:0:0), 



B = (0:1:0), 



C = (0:0:1), 



Ea (resp. Eb, resp. Ec) le diviseur exceptionnel obtenu en eclatant A (resp. B, resp. C) et Lab 
(resp. Lac, resp. Lbc) la transformee striate de Lab (resp. L^c, resp. Lbc)- 

On trouve une demonstration du Theoreme 12.31 dans IIBea781 ; elle se decompose en deux 
etapes : 

- tout d'abord on montre qu'une transformation rationnelle d'une surface dans P"(C) 
s'ecrit ^%^^ oh 7i designe une suite d'eclatements et (|) un morphisme ; 

- puis on etablit qu'un morphisme entre deux surfaces est la composee d'un isomor- 
phisme et d'une suite d'eclatements. 

Avant tout rappelons que le diviseur exceptionnel E obtenu en eclatant un point m d'une sur- 
face Z est appele premier voisinage infinitesimal de m et les points de E sont dits infiniment 
proches de m. Le k-ieme voisinage infinitesimal de m est I'ensemble des points contenus 
dans le premier voisinage d'un certain point du {k — l)-ieme voisinage infinitesimal de m. 
Si/: P2(C) ->P2(C)^ {x:y:z)^{Mx,y,z):A{x,y,z):f2{x,y,z)) designe une transfor- 
mation birationnelle, le reseau homaloidal associe a / est le systeme de courbes J^f defini 
par 

cco/o + tti/i + a2/2 = 0, (tto : ai : a2) G P^(C); 

c'est I'image reciproque par / du reseau de droites ao-^ + C)Ci3' + OC2Z = 0. Chaque courbe 
du reseau J^f est done rationnelle. Les points base de J^f sont les points par lesquels 
passent toutes les courbes du reseau ; on les appelle aussi points base de /. lis peuvent 
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etre dans P^(C) ou infiniment proches de P^(C); des que I'un de ces points n'est pas dans 
P^(C), i.e. n'est pas propre, il appartient a un ^-ieme voisinage infinitesimal d'un point 
base. 



3. Matrices caracteristiques 



Soit / une transformation birationnelle de P (C) dans lui-meme de degre V. D'apres le 
Theoreme l2.3l il existe 7i et r] deux suites d'eclatements telles que 




-(C) 



■P2(C) 



On peut ecrire 7i sous la forme 



71 : Z = Zk-^ Zk-\ — > . . . -^ Z\ -^ Zq 



-1 —>■ ... ^ Z.1 ^ z.o = ir-(C) 

oii 71,- est I'eclatement d'un point /7;_i de 2,-1; de meme, pour j - 
x\j : Xj — ;> Xj-\ eclatement du point /?'• j de Xj-\ tels que 



1, . . . , k, il existe 



r[: Z = Xk"^ Xk- 



Tl2 Til 

-^Xi^Xq 



'-{C). 



Notons El , . . . , E,t (resp. E\, ..., E^) les diviseurs exceptionnels obtenus en eclatant p\, ..., pk 
(resp. p\, ... , p'^). Une resolution ordonnee de / est une decomposition / = r\%^^ oii r] et 7i 
sont des suites d'eclatements ordonnees. La donnee d'une resolution ordonnee de / definit 
deux bases de Pic (2) 



IB = {f'o = 7I*H, ei =Ei, 



,ek 



1, ••• , c^ 



On peut ecrire les e'j de la fa9on suivante 






eQ=\eo-Y^miei, 
1=1 

La matrice de changement de bases 



M- 



V 

~mi 

-nik 



: Vjeo 



Vi 
-mil 

-niki 



Y^mjeiJ> 1. 
(=1 



-niik 
-rrikk 



est appelee matrice caracteristique de /. La premiere colonne de la matrice M est le vecteur 
(v, —mi ,..., —mk), vecteur caracteristique de /. Les autres colonnes (v,, —mn, ... , —mki) 
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decrivent le « comportement de Ej » : si Vy > 0, alors 71 (E') est une courbe dans P^(C) de 
degre Vj passant par les points base X[ de / avec multiplicite m^j. 

Notons que si Z domine P^(C) on peut identifier H^(2;,Z) et Pic(2;) ce que nous ferons 
par la suite. 

4. Dimension de Kodaira 

Soit M une variete complexe compacte. Si L est un fibre en droites holomorphe sur M , 
on designe par H''(5W,L) le C-espace vectoriel constitue des sections holomorphes glo- 
bales de L. La dimension de H°(5W ,L) est finie. Solent x un point de M et L^ la fibre 
de L en ce point ; revaluation des sections de L au point x determine une application lineai- 
re @L^ : H°(5W ,L) — )• L^. Lorsque toutes les sections globales de L s'annulent en x, I'appli- 
cation 0^^ est identiquement nulle et x est un point base de L. Etant donne un isomorphisme 
de Lx avec C, 1' application ®i^ s'interprete comme une forme lineaire ; elle ne depend du 
choix de I'isomorphisme que par un facteur multipHcatif. Ainsi pour tout point xAeM qui 
n'est pas un point base de L on obtient un element [@l,] de P(H''(fW ,L)*). Pour les fibres 
en droites possedant au moins une section non nulle on a une application meromorphe 

@l: ^ --^P(H°(;W-,L)*) 

telle que IndQ^ soit contenu dans I'ensemble des points base de L. On peut repeter cette 
construction en remplafant L par L®^ oil £ designe un entier. On definit la dimension de 
KODAlRA-IlTAKA de L par 

kod [M ,L) = max dimr (0f »/ (iW ) ) 

avec la convention suivante : si aucune puissance strictement positive de L ne possede de 
section non nulle, on pose kod(fW",L) = — oo. La dimension de KODAiRA de iW" , notee 
kodfW , est la dimension de KODAlRA-IlTAKA du fibre canonique K^j^ = det(T*fW ) de M . 

Soit Z une surface complexe compacte kahlerienne ; kodz appartient a {— oo,0, 1,2}. 
Lorsque la dimension de KODAiRA de Z est positive ou nulle, le modele minimal z' de 
Z, i.e. la surface obtenue en contractant les eventuelles courbes d' auto-intersection —1 sur 
Z, est unique ; de plus, les groupes Bir(2;'), Bir(£;) et Aut(2;) coincident ( IIBHPVdV04ll ). 
Avant de caracteriser de telles surfaces Z rappelons quelques definitions. 

Une surface K3 est une surface Z complexe, compacte, simplement connexe, a fibre cano- 
nique trivial. En particulier il existe une 2-forme holomorphe co sur Z qui ne s'annule pas ; 
CO est unique a multiplication pres par un scalaire. 

Exemples 2.5. - Toute surface quartique lisse dans P^(C) est une surface K3. 

- Tout revetement double de P^(C) ramifie le long d'une courbe sextique lisse est une 
surface K3. 
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Soit Z une surface K3 munie d'une involution holomorphe i. Lorsque i est sans point fixe, 
le quotient est ce qu'on appelle une surface de Enriques ; sinon il s'agit d'une surface 
rationnelle. 

Une surface minimale est une surface ne contenant aucune courbe rationnelle lisse d' auto- 
intersection — 1. Les surfaces rationnelles minimales sont P^(C), P^(C) x P^(C) et F„, 
n>2 {voir IIBea78ll ). 

Nous pouvons maintenant passer a la description des surfaces complexes compactes kahle- 
riennes. 

- Lorsque kod Z = — oo il y a deux families : la premiere constitute des surfaces bi- 
rationnelles a p2(C) (par exemple p2(C), pi(C) x pi(C), les surfaces de HlRZE- 
BRUCH) ; la seconde formee des surfaces reglees non rationnelles (par exemple les 
fibres en P' (C) au dessus d'une courbe de genre ^ > 1). 

- Lorsque kod 2 = il y a aussi deux families : celle constituee des tores C^/F et des 
surfaces hyperelliptiques (surfaces revetues par des tores a I'aide d'un morphisme 
etale) ; et enfin celle formee des surfaces K3 et surfaces de ENRIQUES. 

- Lorsque kod Z = \, alors Z est une surface elliptique. 

- Lorsque kod 2 = 2, alors Z est une surface de type general (exemple : toute hyper- 
surface lisse de P-'(C) de degre superieur ou egal a 5). 



CHAPITRE 3 

Un peu de dynamique 

1. Linearisation 

Commenfons par quelques rappels de linearisation en dimension 1. Soit 

f[z)=az + a2Z^ + a^z^ + ..., a = e^^^ eGM\Q. 

On cherche h{z) =z + ^2Z^ + . . . tel que fh{z) = h{az). Formellement 

bi = —5 , • • • , bn = -^ oil Qn G Z[ai, i<n-\, hi, i<n]; 

on dit que / QSi. formellement linearisable. 

Theoreme 3.1 (Cremer). Si liminf |a^ — o\^li = 0, il existe un germe analytique f non 
linearisable. 

Si liminfja^ — a\o^ =0 aucun germe polynomial f{z) = az + a2z} + .. .+z'' n' est lineari- 
sable. 

Theoreme 3.2 (Siegel). S'il existe deux constantes c etM strictement positives telles que 
I a^ — a| > -^ , tout germe f{z) = az + a2Z^ + ... est localement linearisable. 

Passons maintenant au cas de deux variables. Soit f{x,y) = {ax,^y)+ termes d'ordre su- 
perieur avec a, P de module 1, non racines de I'unite. On parle de resonance lorsqu'on a 
des relations de la forme a = a"P^ ou P = a"P^ oii a, ft designent des entiers positifs tels 
que a + b>2. Un monome resonant est un monome de la forme x"y^ . II y a une obstruction 
formelle a la linearisation : la presence de monomes resonants. On dit que a et (3 sont multi- 
plicativement independants si I'unique solution de a"p^ = 1 avec a, b dans Z est la solution 
nulle (0,0). On dit que a et p sont simultanement diophantiens s'il existe deux constantes 
strictement positives c et M telles que 

minl'la^p^-aUa^p'^-pl) > | — ^ Va, ft G N,a + ft > 2. 

Theoreme 3.3. Si a ef P sont simultanement diophantiens, f est linearisable. 
Si a et P sont algebriques et multiplicativement independants, ils sont simultanement dio- 
phantiens. 

On renvoie a IIHer87ll pour de plus amples details sur les questions de linearisation. 
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2. Ou chercher des automorphismes d'entropie positive ? 

2.1. Entropie topologique. Soient X un espace metrique compact et /: X — ;• X une 
transformation continue. Soit £ un nombre reel strictement positif. Pour tout entier positif n, 
on designe par N{n,e) le cardinal minimum d'une partie X„ de X telle que pour tout point y 
de X il existe x dans X tel que 

dist(/^(x),/^(3;))<S, VO<j<«. 

On introduit la quantite htop (/, e) definie par 

hop{f,£) = limsup ( -log(A^(«,8)) ) . 

Y! entropie topologique de / est donnee par 

/2top(/) = lim/Jtop(/,e); 

cette definition ne depend pas du choix de la distance. 

Soit / une transformation C°° sur une variete compacte 5Vf , on a I'inegalite 

/'topa) > log r(r), 

i.e. r entropie topologique est minoree par le logarithme du rayon spectral de 1' application 
lineaire induite par / sur H* (5W , M) , somme directe des groupes de cohomologie de 5W . Re- 
marquons que la majoration /ztop (/) > log r(/* ) est encore valable dans le cas meromorphe 
( ||DS 041). Lorsque 5Vf est kahlerienne on a un resultat plus precis ; avant de I'enonce in- 
troduisons la notation suivante : pour tout entier p compris entre et dime 5Vf on designe 
par Xp(/) le rayon spectral de 1' application /* agissant sur le groupe de cohomologie de 
DolbeaultH/''P(!W,M). 

Theoreme 3.4 ( IIGro03l lGro87l lYom87ll ). Soit f une transformation holomorphe sur une 
variete complexe compacte kahlerienne M . Onal 'egalite 

htopif) = max logXpif). 

Remarque 3.5. Le rayon spectral de /* est strictement plus grand que 1 si et seulement si 
I'un des 'kp{f) Test et, en fait, si et seulement si X(/) = Xi (/) Test. En d'autres termes pour 
savoir si / est d'entropie positive il suffit de calculer la croissance de (/")*{«} oil {a} est 
une forme de Kahler. 

Exemples 3.6. - Si 5Vf est une variete compacte kahlerienne, tout element de la com- 
posante connexe de I'identite de Aut!Af est d'entropie nuUe. 
- L' entropie topologique d'un endomorphisme holomorphe / de I'espace projectif est 
egale au logarithme du degre topologique de /. 
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- Contrairement a un automorphisme elementaire, un automorphisme de Henon est 
d'entropie positive. 

2.2. Un theoreme de Cantat. L'enonce suivant repond a la question : oil clierclier 
des automorphismes de surfaces complexes compactes d'entropie positive ? 

Theoreme 3.7 ( IICan99i ). Soit Z une surface complexe compacte. Supposons que Z pos- 
sede un automorphisme f dont Ventropie topologique est positive. Alors 

- OU Men kod Z =0 etf est conjugue a un automorptiisme de 1 'unique modele minimal 
de Z qui est un tore, une surface K3 ou une surface de Enriques ; 

- OU Men Z est rationnelle auquel cas Z s'oMient en eclatant P^(C) en au moins 10 
points (eventuellement proches) et f est Mrationnellement conjugue a un element de 
Bir(p2). 

En particulier Z est une surface kahlerienne. 

Exemples 3.8. - Comnien9ons par un exemple du a COBLE. Considerons une courbe 
sextique C dans P^(C) avec 10 points doubles. Supposons que C soit choisie gene- 
rique. Soit Z la surface obtenue en eclatant ces 10 points ; on I'appelle surface de 
Coble. La surface Z est le quotient d'une surface K3 par une involution ayant des 
points fixes et les automorphismes de Z proviennent de ceux de la surface K3 (voir 
lICob611). 

Le groupe Aut{z ) s'identifie a un sous-groupe discret et de covolume fini de S0( 1 , 9) . 
Par suite c'est un groupe infini denombrable contenant un groupe libre non abe- 
lien. On peut construire des automorphismes sur Z de la fa9on suivante. Soit p un 
point double de C. L' ensemble des courbes de degre 6 passant par les 9 autres points 
doubles constitue un pinceau de courbes de genre 1. Si on eclate ces 9 points on ob- 
tient une surface Zp sur laquelle les transformees strictes de ces courbes forment les 
fibres d'une fibration elliptique singuliere Tip : Zp ^ P^ (C). Remarquons que chacun 
des diviseurs exceptionnels coupe la fibre generique de lip en deux points. Conside- 
rons I'un de ces diviseurs que nous noterons Eq. Solent E un autre diviseur et / 
r automorphisme de Zp defini par 

- si m est un point d'une fibre lisse F de lip, I'image f{m) de m est I'unique point 
deFtelque/(m)+EnF = m + EonF; 

- cette transformation s'etend aux fibres singulieres. 

On remarque que Tip o/ = ti^. En faisant varier le choix de Eq on obtient huit automor- 
phismes. Pour un choix generique de C ces automorphismes engendrent un groupe 
isomorphe a Z^. Chacun de ces automorphismes fixe la fibre singuliere obtenue par 
transformee stricte de C et fixe le point singulier p de cette fibre. Quitte a eclater ce 
point les automorphismes construits se relevent a la surface de COBLE Z. En faisant 
varier p parmi les singularites de C on obtient 10 copies de Z*^ dans Aut(2;); pour 
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un choix generique de C il n'y a pas de relation non triviale, autrement dit le produit 
libre de 10 copies de l} se plonge dans Aut(2;). 

- On a I'enonce suivant, dit theoreme de TORELLI. 

Theoreme 3.9 r ilBHPVdV04ll ). Soil Z une surface K3. Le morphisme 

Aut(2)^GL(H2(2,Z)), f^f 

est injectif. 

Reciproquement supposons que F soil un element de GL(H^(2 , Z)) qui preserve la 
forme d' intersection sur\]?-{z , TL) ainsi que la decomposition de HODGE de ¥f-{z , C) 
et le cone de KAhler de H^(2,M); alors il existe un automorphisme f sur Z tel 
que f* = F. 

- Lorsque Z est un tore C^/F I'enonce est le meme modulo le fait suivant : le noyau 
de 

Aut{z)^GL{U\z,Z)), f^f 

est engendre par les translations et I'involution {x,y) i— )• (— x, —y). 

Le cas des surfaces K3 a ete etudie par Cantat et McMULLEN ( nCanOlllMc MOZ'/SlMj 
rWan95.n ; celui des surfaces rationnelles est celui qui produit le plus de tels automorphismes 
( IIMcMOTI IBK06I IBK09I ) d'oii I'interet qu'il suscite. Neanmoins on ne salt pas determiner 
r ensemble des surfaces rationnelles admettant des automorphismes non triviaux et etant 
donnee une surface on est incapable de decrire ses automorphismes. 

2.3. Cas des surfaces rationelles non minimales. Jusqu'a aujourd'hui on s'est essen- 
tiellement interesses aux surfaces obtenues en eclatant P^(C) un nombre fini de points ; ceci 
est justifie par le theoreme suivant du a Nagata. 



Theoreme 3.10 (| Nag60[ ). Soient Z une surface rationnelle et f un automorphisme sur Z 



tel que f^ soit d'ordre infini. II existe une suite d' applications d'eclatement 'Kj+x '■ Zj+i 
Zj d'un point pj de Zj telles que Z\ = P^(C), Zn+\ = Z. 

Neanmoins remarquons qu'une surface obtenue en eclatant P^(C) en des points generiques 
n'a pas d' automorphisme non trivial ( BHirSSI iKoiSSI ). De plus on a I'enonce suivant que 
Ton peut par exemple trouver dans IIDilll . 



Proposition 3.11. Soient Z une surface obtenue en eclatant P^(C) en n < 9 points et f 
un automorphisme sur Z. Uentropie topologique logX(/) de f est nulle. De plus, si n est 
inferieur ou egal aS, un itere de f est birationnellement conjugue a un automorphisme du 
plan projectif complexe. 
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Demonstration. Raisonnons par I'absurde : supposons que / soit d'entropie positive. 
D'apres IICan99l il existe 6 dans ll^{z,R) d' auto-intersection nulle et tel que f*Q = X(/)e. 
Si Kz designe la classe du diviseur canonique sur 2; , on a /^K^ = f*^z = K^ . On constate 
que 



Xif)-'{Q,Kz) = {fQ,Kz) = (e,/*K^) = (e,K 



z/ 



d'oii (6,Kz) = 0. Comme la forme d' intersection sur Z a une unique valeur propre positive 
et comme K| > pour « < 9, la classe 6 s'ecrit cK^ pour un certain c < 0. Mais alors /*6 = 
9 7^ ?*-(/)6 : contradiction. 

Supposons que n soit inferieur ou egal a 8 alors K| > 0. II s'en suit que la forme d'intersec- 
tion est strictement negative sur le complement orthogonal H C H^(£;,M) de K^. Comme 
H est de dimension finie et invariant par /* et comme /* preserve H^(2;,Z), la restriction 
de /* a H est d'ordre fini. II en resulte I'existence d'un entier k tel que f'^* soit trivial. En 
particulier /*^ preserve les diviseurs exceptionnels obtenus en eclatant les n points de F^(C); 
par suite f'^ appartient, a conjugaison pres, a Aut(P^(C)). D 

3. Proprietes d'un automorphisme d'entropie positive 

Soit / un automorphisme sur une surface kahlerienne d'entropie positive. Comme I'indique 
le resultat qui suit les valeurs propres de /* verifient des proprietes particulieres. 

Theoreme 3.12. Soit f un automorphisme sur une surface kahlerienne tel que ?i(/) > 1. 
Le premier degre dynamique X(/) est une valeur propre de f* avec multiplicite 1 et c'est 
r unique valeur propre de module strictement superieur a 1. 
Sir\ est une valeur propre de /*, alors soitr\ appartient a {'k{f), l/X{f)}, soit |ri| = 1. 

Soit / un automorphisme sur une surface kahlerienne tel que ?i(/) > 1. Notons Xy le po- 
lynome caracteristique de /*. C'est un polynome monique dont le terme constant, qui est 
le determinant de /*, vaut ±1. Designons par ^\ff le polynome minimal de X(/). D'apres 
le Theoreme 13 . 1 2 1 les racines de X/, et celles de \|//, exceptees X(/) et l/X{f), sont sur le 
cercle unite. Un tel \|/j est un polynome de Salem et ?i(/) est un nombre de SALEM. Le 
plus petit nombre de Salem connu est la racine ?iLehmer du polynome de Lehmer 

L{t) =t^^ + 1^^ -tT -t^ -t^ -t^ -t^ + t + \ 

dont nous reparlerons au Chapitre|4] 

4. Trois involutions 

Le groupe PGL3(C) x PGL3(C) agit sur Bir(p2) de la fafon suivante 

PGL3(C) X Bir(p2) x PGL3(C) -^ Bir(p2) (A,/,B) ^ AfB^K 

II est naturel de s'interesser aux transformations birationnelles quadratiques ( BCDII ) ; en ef- 
fet toute transformation birationnelle du plan projectif complexe s'ecrit comme un produit 
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de transformations quadratiques (Theoreme ll.7l ). Introduisons les trois involutions biration- 
nelles quadratiques suivantes qui jouent un role particulier 

o= (yz'.xz'.xy), p = (xy: z^ : yz) , 1 = {x^ -.xy :y^ -xz). 

Soit / une transformation birationnelle de degre 2; alors / est de I'une des formes suivantes 

AaB, ApB, AzB, A,BePGL3(C). 

Les transformations AaB, avec A, B automorphismes de P^(C), sont les transformations 
birationnelles quadratiques generiques ; en effet I'adherence de I'ensemble des transforma- 
tions birationnelles quadratiques est une variete irreductible et si O (/) designe I'orbite de / 
sous Taction de PGL3(C) x PGL3(C) on peut verifier que (EDI) 



dime (a) = 14, 



dimo(p) = 13, 



dimo(x) = 12. 



4.1. Etude de o. Les points d'indetermination de a sont P = (1 : : 0), 2 = (0 : 1 : 0) 
et/? = (0 : : 1); quant au lieu exceptionnel, il est forme des droites A = {x = 0}, A' = {y = 
0}etA" = {z = 0}. 




Commen9ons par eclater le point P; notons E le diviseur exceptionnel et ®i la transformee 
stricte de ® : 



y = u\ E = {u\ = 0} 

z = u\v\ Aj' = {vi=0} 



y = nsi E = {SI= 0} 

z = si A[ = {n = 0} 
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Qx 



R\ 



A'/ 



A', 



D'une part 

(mi,vi) -^ (mi,miVi)(3,.) -^ (miVi : vi : 1) = ( — , ) -^(— >— ) ; 

d' autre part 

(n,^i)-^(n^i,^i)(;y.z) -^ {r\s\ : 1 :ri) = ( ,— ) 



1 1 



(>-,z) V''i ^i/(n,.vi) 
Par suite E est envoye sur Ai ; comme a est une involution Ai est envoy e sur E. 
Eclatons le point Q\; cette fois nous designerons par F le diviseur exceptionnel et par ©2 la 
transformee striate de ©1 : 



X = U2 F = {m2 = 0} 

z = U2V2 M{ = {v2 = 0} 



X = r2S2 E = {^2 = 0} 

z = S2 A2 = {r2 = 0} 




A2 



On a 



("2,V2) -> {u2,U2V2){x,z) "^ (^2 : U2V2 : 1) = — 



1 1 



U2 U2V2 



i^,z) 



1 1 

"2'V2/(„2,V2) 
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et 



{r2,S2) ^ {r2S2,S2){x 



(1 : r2S2 : r2) 



V''2^2 ^2/(^,,) 



II s'en suit que F — > Aj d'ou Aj — > F. 

Enfin eclatons le point R2, siG est le diviseur exceptionnel on a 



X = M3 

_y = M3V3 



G = {m3 = 0} 

A'3' = {V3 = 0} 






1 1 

''2 '^2 /(,,,,,) 



E = {^3 = 0} 
A2 = {r3 = 0} 




On constate que 

(m3,V3) -> (M3,M3V3)(;c,y) 

et 

(r3,53)^(r353,53)(^j,) 

II en resulte que G — )■ A3 et A3 



(v3 : 1 :m3V3) = ( — , 

"3 "3V3 



(1 : r3 : r35'3) 



\r3S3 S3 



(^j) 



i^,y) 



1 1 

M3' V3 

1 1 

r3' S3 



(«3,V3) 



{n,s3) 



G. II n'y a plus de point d'indetermination, plus de courbe 
contractee ; autrement dit a est conjugue a un automorphisme de P^(C) eclate en P, Qi et 
R2. 

Plagons-nous dans la base {H, E, F, G}. Au premier eclatement A et E sont echanges ; le 
point eclate etant 1' intersection de A' et A" on a A — ^ A + F + G. Par suite a*E = H — F — G. 
De meme a*F = H - E — G et a*G = H — E — F. Reste a determiner a*. L' image d'une 
droite generique par a est une conique d'oii a*H = 2H + /«iE + m2F + m3G. Soit L une 
droite generique d'equation £ = Ooix £ = uqx + a\y + a2Z- Un calcul montre que 

(mi,vi) -> (Mi,MiVi)(-y^j.) -> (mjVi : Mivi : mi) -> u\{aQV2 + aiU2V2 + a2) 
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s'annule a I'ordre 1 sur E = {ui = 0} d'oii m\ = 0. De meme on constate que 

("2 , V2 ) -> (m2 , "2 V2 ) (x,z) -> ("2 V2 : "2 ^2 : "2 ) "^ "2 («() V2 + a 1 M2 V2 + ^2 ) , 

resp. 

(m3,V3) -^ (M3,M3V3)(;f^3,) -^ (M3V3 : M3 : M3V3) -> M3(a()V3 + «! + a2M3V3) 

s'annule a I'ordre 1 sur F = {u2 = 0}, resp. G = {us = 0} d'oii m2 = — 1, resp. nij, = —I. 
Par suite a*H = 2H — E — F — G et la matrice caracteristique de a dans la base {H, E, F, G} 
est 



M„ 



2 111 

-1 -1 -1 

-1 -1 -1 

-1 -1 -1 



4.2. Etude de p. A partir des plongements naturels 

C^ c P2(C), {x:yA)^{x:y:z), C x C C P^C) x pi(C), {x,y) ^ {{x : 1), {y : 1)) 
on obtient 1' identification suivante 

p2(C) ^^ P'(C) xF\C),{x:y:z)^^ ((x : z), (y : z)). 

On a done 

{x:y:z) ^ ^ ((x : z), (j : z)) 



{xy : z^ : jz) "* — ^ ((xy : yz), (z^ : yz)) = {{x ■z),{z: y)) 

puisque ((x : z), (z : j)) est holomorphe sur P^(C) x P^(C), la transformation p est un auto- 
morphisme sur P^(C) eclate en un nombre fini de points. Detaillons ceci. 

On remarque que 



lndp = {P,Q}, 



Excp = AUA' 



ou 



P=(0:l:0),e = (1:0:0), A = {j = 0}, A' = {z = 0}. 
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e 



A' 



Posons : 



X = risi 



E = {si= 0} 



X = Ml E = {mi = 0} 

Z = MlVl A' = {vi=0} 



Ai 



Q 



A', 



On a (ri,5'i) — )■ {r\S\,s\)(^x,z) ~^ (n : ■^'i : 1); par suite E est envoye sur A. Puisque p est une 

involution A — )■ E. 

Par ailleurs (mi,vi) — )■ {ui,uivi)(^x,z) ~^ (1 • "i^i • ^i)- 

Eclatons Qi, posons 



y = r2S2 F={S2= 0} 

Z = S2 A2 = {r2 = 0} 



y = U2 F = {m2 = 0} 

Z = U2V2 A2 = {V2 = 0} 
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a; 



On constate que (m2,V2) -^ iu2,U2V2){y,z) -^ ("2v|,M2V2)(3,,^) -^ (v2,M2V2)(^2,.52); ^i"si F -> F 

etA^^ei. 

On a aussi : (r2,52) -^ ir2S2,S2){y,z) -^ {ri ■ S2 ■ r2S2). 

Pour finir eclatons 22, posons 

r2 = r3S3 G = {5'3 = 0} f ^2 = M3 G = {us = 0} 

S2 = S3 A3 = {r3 =0} I -^2 = M3V3 Fi = {V3 = 0} 



G 




E2 



A3 



a; 



On a : (m3,V3) -^ (m3,M3V3)(^2_,2) -> (m^V3,M3V3)(3,_^) -> (1 : V3 : M3V3) et 

(''3,'«3) -^ (''3'«3,'«3)(r2,.2) ^ (''3'«3>'^3)(:y,z) ^ (?-3 : 1 : ''3'53)- 
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Par suite il n'y a plus de point d'indetermination, G est envoye sur A3 et puisque p est une 

involution, A3 est envoye sur G. 

Par consequent p est conjugue a un automorphisme de Blpg, g^^P'^- 

On travaille dans la base {H, E, F, G}. Au premier eclatement E est envoye sur A; au second 
F est fixe et A est contracte sur FnA. Enfin au dernier G est envoye sur A'. Le second 
eclatement etant 1' eclatement d'un point sur A on a A — )■ A + F; puisque le dernier consiste 
a eclater FnAonaA— s-A + F— )'A + F + 2G. Puisque les deux premiers points eclates sont 
sur A' on a A' — )■ A' + E + F; pour finir on eclate un point de F n A d'oii A' — )• A' + E + F — )• 
A' + E + F + G. 
Par suite 



p*E = H-F-2G, 



p*F = F, 



p*G = H-E-F-G. 



Reste a determiner p*H. L'image d'une droite generique par p etant une conique p*H s'ecrit 
aussi 2H + nioE + miF + m2G. Determinons les m,. Soit L une droite generique ; elle a pour 
equation £ = avec i = a^x + ai j + a2Z- Un calcul montre que 

(ri,5'i) -> (ri5'i,5i)(;,_^) -> {nsi -.si -.si) -^ si{aQri + aisi + aj) 

s'annule a I'ordre 1 sur E = {5^1 = 0} d'od mo = 1. On constate que 

(^2,^2) -> {r2S2,S2){y^^) -> (r25'2 : s^ : rjsj) -> S2{aQr2 + aiS2+a2r2S2) 

s'annule a I'ordre 1 sur F = {5^2 = 0} d'oti m\ = I. On remarque que 

in, S3) -> (r35'3,5'3)(3,_^) -> {r^sl : s^ : r^s^) -> sjiaors + ai + a2r3) 

s'annule a I'ordre 2 sur G = {^^3 = 0}, par suite m2 = 2. On en deduit que la matrice carac- 
teristique de p dans la base {H, E, F, G} 



1 





1 


1 


1 





-1 


1 


-1 1 


-1 


2 


-2 


-1 



Mn 



4.3. Etude de x. Rappelons que x ne contracte qu'une droite A = {x = 0} et n'eclate 
qu'un point P = (0:0: 1). 



Eclatons le point P; posons x = risi ety = si. 
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Pi 



On constate que {r\,s\) sont des coordonnees au voisinage de P\ = (0,0)(r, ,,) dans les- 
quelles le diviseur exceptionnel E est donne par {^i = 0} et Ai par {ri = 0}. On a 

{rx,s\) -> (ri5'i,ri )(;,,.) -> {r\si WiSi -.si-r]) 



2 

rfsi 



risi 



si - n 5'i - n 



n,- 



nsi 



On en deduit que Pi = (0,0)(r, ^j) est indetermine, Ai est contracte sur Pi et E est fixe. 
Eclatons le point Pi . Posons ri = r2S2 et 5'i = S2- 




Ai 



On remarque que {r2,S2) sont des coordonnees au voisinage de (0,0)(^2.i2)' coordonnees 
dans lesquelles le diviseur exceptionnel F a pour equation {5^2 = 0} et A2 = {r2 = 0}. On a 



{r2,S2) -^ {r2S2,S2)(rusi) ^ V2S2 : r2S2 : 1 -r2) ^ ( J^^J^T^ j 



{^,y) 



r2S2, 



r2S2 



l-r2, 



r2S2 



1- ''2 7 (,,,,,) V l-''2/(,,,,2) 

On constate que P2 = (1 , 0)(r2..s2) ^^^ d'indetermination ; par ailleurs F est fixe et A2 contracte 
sur /'2- 



38 



3. UN PEU DE DYNAMIQUE 



Eclatons le point Pj- Posons r2 = M3 + 1 et ^2 = M3V3 




A3 



E2 



Dans ce cas on note G = {M3 = 0} le diviseur exceptionnel. Dans les coordonnees (m3,V3) 



on a 



(m3,V3) -> (m3 + 1,M3V3)(^2^.,2) -^ {{u^ + lfu^v], : V3(m3 + 1) : -1) 

= (-(m3 + 1)^M3V3,-V3(m3 + 1))(^^^.) ^ ((^3 + 1)m3V3, -V3(m3 + l))(^,,.vi) 
-^ (-M3, -V3(m3 + l))(r2.,V2) ^ (""3 " 1>'^'3)(„3,V3) ; 

on constate que G — )■ {^3 = — 1}. Par ailleurs il n'y a plus de point d'indetermination. 
Ainsi X est conjugue a un automorphisme de P^(C) eclate en P, P\ et P2. 



On se place dans la base {H, E, F, G}. Apres avoir eclate P, on constate que le diviseur 
exceptionnel E est preserve et A est envoye sur En A. L'eclatement de Pi = En Ai envoie F 
sur F et A sur P2 = Fn A2. Enfin l'eclatement de P2 envoie G sur A. Puisque P est sur A on 
a A — )• A + E. Ensuite on eclate le point P\ = Ai n E d'ou 



A^A + E-^A + F + E + F = A + E + 2F. 

Pour finir on eclate P2 qui est sur F d'oii A— s-A + E— )'A + E + 2F 
en resulte que 



A + E + 2F + 2G. II 



x*E = E, 



T*F = F, 



x*G = H-E-2F-2G. 



Reste a determiner x*H. Puisque I'image d'une droite generique par x est une conique on 

ax*H = 2H + moE + miF + m2G. Calculons les nij. SoitL une droite generique dans P^(C); 
elle a pour equation £ = ou ^ = a^x + a\y + 022. On constate que 



(ri,5i) -> (ri5'i,5i)(;,j,) -> (ri^i -.ns^ -.s^-risi) -^ si{aQr^Si+airiSi+a2{si-rC)) 
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s'annule a I'ordre 1 sur E = {^i = 0} done mo = 1. De meme un calcul montre que 

{r2,S2) -^ {r2sl,S2)(x,y) -^ ir\s\ : r2s\ : s\ - r2s\) -^ sl{aorlsl + air2S2 + a2il - r2)) 
et F = {^2 = 0} d'ou mi = 2. Enfin on obtient que 

(m3,V3)-^ (M3 + l,M3V3)(r2,V2) "^ (("3 + l)"!^^' "3V3)(:c,;y) 
-^ ul{ao{uT, + l)^M3V3+ai(M3 + l)v3-a2V3) 

et G = {ut, = 0} ainsi m2 = 3. Par suite la matrice caracteristique de x dans la base {H, E, F, G} 



M^: 



10 1 
-110-1 
-2 1-2 
-3 0-2 



5. Ensembles de Fat OU 

5.1. Definitions et proprietes. Soit / un automorphisme sur une variete fW complexe, 
compacte. Rappelons que V ensemble de Fatou f (/) de / est I'ensemble des points qui 
possedent un voisinage 'U tel que {/" ,n> 0} soit une famille normale. Considerons 
I'ensemble 

g = g{u) = {g: u^u\g= lim /"^}. 

On dit que u est un domaine de rotation si g est un sous-groupe de Aut(u) autrement dit 
si tout element de g definit un automorphisme de u . Une autre definition possible est la 
suivante : si u est une composante de f (/) invariante par /, on dit que 11 est un domaine 
de rotation si /j^ est conjugue a une rotation lineaire ; en dimension 1 cela correspond a 
posseder un disque de SlEGEL. On a la liste de proprietes suivantes ( IBKbl ). 

- Si / preserve une forme volume lisse, alors toute composante de FATOU est un do- 
maine de rotation. 

- Si U est un domaine de rotation, g est un sous-groupe de Aut(5W" ). 

- Une composante de FATOU U est un domaine de rotation si et seulement s'il existe 
une sous-suite {nj) tendant vers +oo telle que (/"^) converge uniformement vers 
I'identite sur des sous-ensembles compacts de u. 

- Si U est un domaine de rotation, g est un groupe de Lie abelien, compact et Taction 
de g sur u est analytique reelle. 

Soit g^ une composante connexe de I'identite de g . Puisque g est un groupe de Lie abelien, 
infini et compact, g^ est un tore de dimension d>0; notons que d < dime ^ ■ On dit que 
d est le rang du domaine de rotation. Le rang est egal a la dimension de 1' adherence de 
I'orbite generique d'un point de u . 

On a des renseignements de nature geometrique sur les domaines de rotation : si U est un 
domaine de rotation, il est pseudo-convexe ( [BKbl ). 



40 3. UN PEU DE DYNAMIQUE 



Donnons quelques precisions lorsque M est une surface kahlerienne possedant un automor- 
phisme d'entropie positive. 

Theoreme 3.13 (|BKb|). Soient Z une surface kahlerienne compacte et f un automor- 
phisme sur Z d'entropie positive. Soit u un domaine de rotation de rang d. Alors d <2. 
Sid = 2 la gQ-orbite d'un point generique de u est un 2-tore reel. 

Si d vaut 1, il existe un champ de vecteurs holomorphes induisant sur Z un feuilletage en 
surfaces de Riemann dont chaque feuille est invariante par g^. 

On peut utiliser un argument de linearisation locale pour montrer que certains points fixes 
appartiennent a rensemble de Fatou. Reciproquement lineariser un point fixe de I'en- 
semble de Fatou est toujours possible. 

5.2. Ensemble de Fatou des automorphismes de Henon. Soit / un automorphisme 
de Henon. On designe par ^^ le sous-ensemble de C^ dont I'orbite positive/negative est 
bomee 

^± = {{x,y) £ C^- I {f^"{x,y) \n>0} est borne}. 

Posons 

Enon9ons quelques proprietes. 

- Les iteres /", « > 0, forment une famiUe normale dans I'interieur de 5C + . 

- Si {x,y) appartient a J7+ il n'existe pas de voisinage U de {x,y) sur lequel la famille 
{f\lj \n>0} soit normale. 

On a I'enonce suivant. 

Proposition 3.14. L'ensemble de FATOU d'une application de HENON estC^ \j/ + . 

Definitions. Soit Q. une composante de FATOU ; Q. est dite recurrente s'il existe un compact 
C de n et un point m de C tels que f"j (m) appartienne a C pour une infinite de rij — )• +oo. 
Une composante recurrente de FATOU est necessairement periodique. 
Un point fixe m de / est un foyer si m appartient a I'interieur de la variete stable 

'W'im) = {p\ lim dist(/«(m), /"(;.)) =0}. 

On dit que 'n"^{m) est le bassin de m. Si m est un foyer, les valeurs propres de D/(„,) sont 
de module inferieur a 1 . 

Un disque de SlEGEL (resp. anneau de HERMAN) est I'image d'un disque (resp. d'un an- 
neau) A par une application holomorphe injective cp avec la propriete suivante : pour tout z 
dans A on a 

/(p(z)=cp(az), a = e2''^^eGM\Q. 

On peut decrire les composantes de FATOU recurrentes d'un automorphisme de HENON. 
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Theoreme 3.15 ([BS91|). Soient f an automorphisme de Henon de determinant jacobien 
strictement inferieur a 1 et H une composante de Fatou recurrente. Alors Q. est 

- ou bien le bassin d'un foyer; 

- ou bien un disque de SlEGEL ; 

- ou bien un anneau de Herman. 

Sous certaines conditions les composantes de FATOU d'un automorphisme de Henon sont 
recurrentes. 

Proposition 3.16. Les composantes de Fatou d'une application de Henon preservant le 
volume sont periodiques et recurrentes. 

5.3. Ensemble de Fatou des automorphismes d'entropie positive sur les tores, 
(quotients de) K3, surfaces rationnelles. Si Z est un tore complexe, un automorphisme 
d'entropie positive est essentiellement un element de GL2(Z); le fait que I'entropie soit 
positive implique que les valeurs propres satisfont : |Xi | < 1 < IX2I et I'ensemble de FATOU 
est vide. 

Supposons que Z soit une surface K3 ou un quotient d'une surface K3. Puisqu'il existe 
une forme volume invariante les seules composantes de FATOU possibles sont les domaines 
de rotation. McMULLEN a montre I'existence de surfaces K3 non algebriques avec des 
domaines de rotation de rang 2 (voir pMcMOZI) ; une autre reference est la suivante ]Ogu| . 
Les autres surfaces compactes possedant des automorphismes d'entropie positive sont des 
surfaces rationnelles ; dans ce cas il peut y avoir des domaines de rotation de rang 1 et 
2 (voir [BK09, McM07]). D'autres phenomenes peuvent arriver tels des bassins attractifs 
et/ou repulsifs ( I.BK09..McM07.n . 



CHAPITRE 4 

Automorphismes d'entropie positive et groupes de Weyl 

Le lien entre les groupes de Weyl et la geometrie birationnelle sur le plan projectif com- 
plexe a ete aborde des 1895 dans [Kan95| puis dans [DV36, Nag60j Nag61, Cob61, GizM 
ILoo81llHar85 . Man86l iHarSTl INik87i lHar88l ID088L IffirSSl IZhaOlL iDZOll . 

1. Groupes de Weyl 

1.1. Groupes de Weyl, I. Soit Z une surface rationnelle. Considerons la representa- 
tion 

or: Aut(2)^GL(H2(2,Z)), /^/*; 

son image est un groupe d'isometries preservant en particulier le produit d' intersection. Soit 
{eo,- ■• ,««} une base de H^(2i,Z); si 

^0 • ^0 = 1 5 ^; • ^; = — 1 5 V 1 < 7 < fc, ei-ej = 0,\/0<ij^j<n 

on dit que {cq, . .. ,e„} est une base geometrique. 

Exemple 4.1. Les bases {H, E, F, G} introduites au 94.11 94.21 et 94.31 sont des bases geo- 

metriques. 

Plus generalement supposons que 71 : 2 — )• P^ (C) soit obtenue en eclatant n points distincts 

de P^(C). Si Ey = ^^^{pj) designe la fibre exceptionnelle obtenue en eclatant pj et 7i*H la 

classe d'une droite, alors {7i*H, Ei, . . . , E„} est une base geometrique. 

Repla9ons-nous dans les conditions du Theoreme l3.10l Solent Z une surface rationnelle et / 
un automorphisme sur Z tel que f^ soit d'ordre infini. II existe une suite d' applications holo- 
morphes Tij : Zj^i — > Zj telles que Zi = P^(C) et Z„^i = Z. Notons Ey = 7lJ_^j {pj) C Zj^i 
le diviseur exceptionnel obtenu en eclatant pj et ej = 7i*^j . . .7i*_|_j(Ej). Une configuration 
exceptionnelle E est la donnee des ej. Soit a un element de H^(2i,Z) tel que a • a = —2, 
alors Ra{x) =x+{x-cl)cl envoie a sur — a et /?« fixe tout element de a-'-; autrement dit R^ 
est une reflexion dans la direction a. 
Considerons les vecteurs definis par 

ao = eQ-ei-e2- e^, ay = ej+\ -ej,l<j <n-\. 
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Pour tout j dans {0, ... ,?i — 1} on a I'egalite a^ • tty = —2. Pour j non nul la reflexion /?„ 
induit une permutation sur {ej,ej+i}. Le sous-groupe engendre par les Ra , avec 1 < 
j < n— 1 , coincide avec I'ensemble des permutations de {ei , . . . , e„} . Le groupe {Ra 1 < 
j <n-\) est appele groupe de Weyl et note W„ C 0(Z''"). 
Les groupes de Weyl sont, pour 3 < « < 8, isomorphes au groupes de COXETER finis 

A1XA2, A4, D5, ^6, E-i, Es 

et sont associes aux surfaces de Del PezzoLj. Pour ^ > 9 les groupes de Weyl sont infinis 

et pour k> 10 ils contiennent des elements dont le rayon spectral est strictement superieur 

aL 

Donnons quelques proprietes de ce groupe. Si / est un automorphisme de Z, un resultat de 

Nagata assure I'existence d'un unique element w de W„ tel que le diagramme 

^l,n ^ ^hn 

tP 
Y 

H2(Z,Z)— ^H2(2,Z) 

commute ; on dit que w est realise par 1' automorphisme /. On a aussi I'enonce suivant. 

Theoreme 4.2 ([DolOU). Soil Z une surface rationnelle qui domine P^(C). 

- Le groupe de Weyl W^ C GL(Pic(2)) ne depend pas de la configuration exception- 
nelle choisie. 

- Si'E efz' sont deux configurations exceptionnelles distinctes, il existe w dans Wyt tel 
quew{'E) = -e'. 

- Si Z est obtenue en eclatant k points generiques et si •£ est une configuration excep- 
tionnelle, alors, pour tout w dans le groupe de Weyl, w{'E) est une configuration 
exceptionnelle. 

Un produit de generateurs /?« est un element de CoxETER w dans W„. Notons que tous les 
elements de Coxeter sont conjugues done le rayon spectral de w est bien defini. 
L' involution de CREMONA est representee par la reflexion K,y^ = Ran, 011 CLijj^ = eo — et — 
ej — ek pour /, i,k>\ distincts ; elle agit comme suit 

eQ^2eo-ei-ej-ek, ei —j- eo- ej -et, ej —?- eo-ej-ek 

ek^ eo — ei — ej, e^ — )■ e^ si £ {0, /, j, k} 

Lorsque n = 3, on dira que K123 est V element standard de W3. 



1. Une surface de Del Pezzo est isomorphe a P (C) ou a P'(C) x P'(C) ou encore a P (C) eclate en 
1 < r < 8 points en « position generale ». 
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Soit 7i„ = Ki23/?ai • ■ -^cc,,-! G ^n C W„ la permutation cyclique ( 123 ...«). Pour « > 4, on 
appelle element standard du groupe de Weyl I'element w de W„ defini par w = 7l,jKi23. II 
verifie 

w{eo) = 2eo-e2-e3-e4, w{e\) = e^- e-^- e^,, w(e2) = ^o -«2 -^4, 

H'(e3) = ^0-^2-^3, w{ej)=ej+\,A<i<n-l, w{e„-i)=ei. 

Comme nous le verrons au i3]il existe une condition suffisante permettant de realiser des 
elements du groupe de Weyl par des automorphismes des surfaces rationnelles obtenues 
en eclatant k points distincts de P^(C) le long d'une cubique. 

1.2. Groupes de Weyl, II. Une autre fa9on de voir le groupe de Weyl est la sui- 
vante. Si « > 3 on considere le graphe r„ suivant 

Si S2 S3 S4. S5 i„_l 

G — e — — e — e ••• o 



6 

dont I'ensemble des sommets est 5,, = {sq, . . . ,s„-[}. Lorsque n = 3,r3 possede un seul 
cote, joignant 5'i a S2. Soit M = (ntij) la matrice de 5lfn(C) definie par 

1 si / = j 
3 si Si et Sj sont « voisins » dans r„ 

2 sinon 

Le groupe de Weyl est donne par 

W„ = (5o, ...,5„_l|(5,•5^•)'""" = l>• 
Considerons Vn = M'^" muni de la base {ttoj • • • , otn-i}, base duale de {^o, . . . , 5,j-i}, et du 
produit interieur 

Bn((Xj,aj) = —2cos{Ti/mij). 
Tout element a de V„ tel que B{a, a) = ±2 determine une reflexion 

dans le groupe orthogonal (Vn^Bn). L'homomorphisme 

w„^(v;,,s„), Si^Ra, 
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definit Taction geometrique de W„ sur V„. 

Les a, sont les racines simples de W„. Les racines de W„ sont les orbites des racines simples 

0. = Uw„-a,-. 



Notons L„ le reseau ©Za,. L'egalite (14.11 ) assure que L„ est invariant sous Taction de W„. 
Un vecteur v = I^c,a,- de V„ est positif si Cj > pour tout /. On designe par 0+ Tensemble 
des racines positives. Toute racine de W„ est positive ou negative, i.e. &„ = 0,| U {—&„) 
{voir |iBou81>iHum90il ). Un produit du type 

oil c, designe une permutation de {0, . . . , n — 1}, est un element de COXETER. Puisque tous 
les elements de W„ sontconjugues, ils ont tous le meme ordre /j„ . Ona/i„ = 6, 5, 8, 12, 18, 30 
pour n = 3,4, 5, 6, 7, 8 et /j„ = oo pour n>9. 

Considerons A(r„) = 2Id — B„ la matrice adjointe de r„ qui peut etre vu comme un opera- 
teur sur V„ . On a 



^(r„), 



1 si Si et Sj sont « voisins » dans r„ 
sinon 



Proposition 4.3 ( HMcMOyiD . Le rayon spectral Xn = ^(^(r,,)) croit strictement avec n 

eth) = 2. 

Le graphe du groupe de Weyl satisfait la propriete suivante : toute arete joint un sommet 
impair a un sommet pair d'ou la decomposition 

V„ = V;f © V,l , y," = (a,- 1 / pair) , V„' = («;■! '■ impair) 



etA(r„) 



t„ 

Cn 



. Considerons Telement de CoxETER Wn defini par 



Wn = {S0S2S4 ...)■ {S1S3S5 . . .) = w° • wj,. 

Notons que, puisque SiSi^2 = ^i+i^i, Tordre des elements apparaissant dans Tecriture de w|] 
(resp. wl) n'a pas d'importance. A partir de B„ = 2Id — A(r„) on obtient 



w„ 



-Id K 
Id 



w„ 



Id 

Cn -Id 



puis 



w„ 



Cn -Id 

Le theoreme de Perron-Frobenius assure Texistence d'un vecteur positif v„ dans V„, unique 
modulo multiplication par un scalaire, tel que A(r„) • v„ = ?i„v„. Considerons G„ C V„ le 
sous-espace vectoriel de dimension 2 engendre par les parties paire et impaire de v„ = 
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v°+ vi.L'egaliteA(r„)-v„ = ?i„v„ implique que {Cn-v^Xn-vi) =?i„(v,^,v°). Par suite G„ 
est invariant par w„; plus precisement 

K -1 



W, 



"|G„ 



Cette egalite associee a la Proposition 14. 3 I permet d'enoncer le resultat suivant. 



Theoreme 4.4 ([McM07|). Uapplication lineaire Wn.^^ est 

- elliptique, d'ordre h„, pourn < 8, 

- parabolique, d'ordre infini, pourn = 9, 

- hyperbolique, d'ordre infini, pourn > 10. 

Remarque 4.5. Dans le cas elliptique w„,g est une rotation d' angle 2%/hn {voir IIHum90L 
§3.7). 

Theoreme 4.6 (fMcMOT]). Pour « / 9, toute racine a de 0„ a une projection orttiogonale 
non triviaie surG,, C V„. 

Demonstration. Supposons que a appartienne a 0+. Soit P une projection de a sur G„. 
Puisque X„ / 2 pour « / 9 et puisque a = ^A',a,, v„ = Y^yiOii sont des vecteurs positifs 
on a : 

B(v,„ p) = B(v„, a) = (2 - X„) ^x,-);,- / 0; 
par suite [3 7^ 0. D 



CoroUaire 4.7 (|McM071). Soit w un element de Coxeter de W„. 

Si « < 9, toute orbite de W|0^_ est formee de h„ elements. 

Si « > 9, toute orbite de wiq^^ est infinie, i.e. w n'a pas de racine periodique. 

1.3. Elements de Coxeter et nombres de Salem. II existe un lien entre les nombres 

de Salem et les elements de Coxeter : les premiers apparaissent comme valeurs propres 

des seconds. Le polynome caracteristique d'un element de Coxeter w de W„ est donne 

par 

, t"-^(t^-t-l) + (t^ + t^-\) 
P„{t) = det(?Id -w) = ^ 1^ ■ 

Pour n distinct de 9, le polynome P„ a des racines simples et pour n > 10 le polynome 
P„ s'ecrit comme le produit de deux polynomes 2„ et /?„ oil 2„ designe un polynome de 
Salem et /?„ un produit de polynomes cyclotomiques. Les racines t = Xf^ de 2„ sont des 
valeurs propres de w„|g,^. 

Remarque 4.8. Le polynome 2io coincide avec le polynome de Lehmer d'oii X\o = 

"-Lehmer • 

Etendons la factorisation de P„ de la fafon suivante : 
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- on definit Q^ comme etant le polynome cyclotomique des racines /isieme de I'unite ; 

- on pose Qt){t) = t — \. 

On dit que X est une valeur propre dominante de w si 2„(X) = 0; autrement dit les valeurs 
propres dominantes sont les valeurs propres de w„\q^^ et leur conjugues de GALOIS. Les 
vecteurs propres associes a ces valeurs propres sont les vecteurs propres dominants ; ils 
verifient la propriete suivante. 

Theoreme 4.9 ( IIMcM07ll ). Soient w un element de COXETER de W„ et v G L„ (g) C un 
vecteur propre dominant. Si n est distinct de 9, on av-a^^O pour toute racine a de 0„. 

Demonstration. II suffit de prouver I'enonce lorsque w{v) = Xf^v auquel cas v appar- 
tient a G„ (gC. Puisque n est distinct de 9, le sous-espace vectoriel G„ est engendre par v 
et ses conjugues de Galois. Si v • a = 0, alors, pour tout conjugue de Galois v' de v, on 
a I'egalite v' • a = et la projection de a sur G„ est nulle : contradiction avec le Theoreme 

D 

2. Cubiques marquees, eclatements marques, paires marquees 

2.1. Cubiques marquees. Une cubique C C P^(C) est une courbe reduite de degre 
3. Elle peut etre singuliere ou reductible ; on designe par C* la partie lisse. Commen9ons 
par quelques rappels sur le groupe de PiCARD d'une telle courbe ; pour plus de details on 
renvoie a [.HM98.I . On a la suite exacte suivante 

O^Pico(c) ^Pic(c) ^h2(c,Z) ^0 

oil Pico(c) est isomorphe 

- soit a un tore C/A (quand C est lisse) ; 

- soit au groupe multiplicatif C* (ceci correspond au cas oil C est une cubique nodale 
ou I'union d'une cubique et d'une droite transverse a celle-ci ou I'union de trois 
droites en position generale) ; 

- soit au groupe additif C (lorsque C est une cubique cuspidale ou I'union d'une co- 
nique et d'une droite tangente a celle-ci ou I'union de trois droites concourantes). 

Une cubique marquee est un couple {C ,v\) forme d'une courbe abstraite C et d'un homo- 
morphisme r] : Z'" — )• Pic(c) tel que 

- les sections du fibre en droites ri(eo) proviennent du plongement de C dans P^(C); 

- il existe des points bases distincts pt sur C* pour lesquels r\{ei) = [pi] pour / = 2, . . . , 
n. 

Les points bases pi sont uniquement determines par r] puisque C* se plonge dans Pic(c). 
Reciproquement une cubique C qui se plonge dans F^(C) et une collection de points dis- 
tincts sur C* determinent un marquage de C ■ 

Remarque 4.10. Differents marquages de C peuvent conduire a differents plongements de 
C dans P^(C) mais tous ces plongements sont equivalents via Taction de ka\.{c). 
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Soient {C,v\) et {c' ,r\') deux cubiques marquees ; un isomorphisme entre {C ,T\) et {c' ,t() 
est une application biholomorphe /: C ^ c' telle que rj' = /* or]. 
Etant donnee une cubique marquee {C ,T\) on pose 

W{c ,T[) = {w ^ W„ I {C ,V[w) est une cubique marquee}, 

Aut((r,ri) = {w G W((:,ri) | {c,r[) et ((r',ri') sont isomorphes }. 
On peut decomposer le marquage r] de C en deux parties 

rio: ker(degori)^Pico(c), degorj: l}-" ^Y(^{c,I^). 

On a la propriete suivante. 

Theoreme 4.11 ([McM07 1). Soil {C,r\) une cubique marquee. Les applications rjo et deg or] 
determinent (C,ri) a isomorptiisme pres. 

Une consequence de cet enonce est la suivante. 

CoroUaire 4.12 dlMcMO?! ). Une cubique irreductible marquee {c,r\) est determinee, a 
isomorptiisme pres, par rjo : L„ — )• Pico((r). 

2.2. Eclatements marques. Un eclatement marque {z,^^) est la donnee d'une surface 
projective lisse Z et d'un isomorphisme <J>: Z'" — ;• H^(2.,Z) tels que 

- <I> envoie le produit de MINKOWSKI {x-x) = x^ = x^—x\ — ... —x^^ sur le produit 
d' intersection surH^(2,Z); 

- il existe un morphisme birationnel 7i : 2; — ;■ P^(C) presentant Z comme I'eclate de P^(C) 
en n points distincts p\, ...,/?„; 

- <I>(eo) = [H] et ^{ci) = [E,] pour / = 1, . . . ,« oil H est la preimage d'une droite gene- 
rique de P^(C) et E, le diviseur obtenu en eclatant pt. 

Le marquage determine le morphisme 71 : 2; — )■ P^(C) modulo Taction d'un automorphisme 

deP2(C). 

Soient (2.,<I>) et (z',^) deux eclatements marques ; un isomorphisme entre (2.,<I>) et (2;',<I>') 

est la donnee d'une application biholomorphe F : Z ^ z' te\ que le diagramme suivant 




H2(2,Z) -H2(2',Z) 



commute. Si {z,(^) et (z'jO') sont isomorphes, il existe un automorphisme cp de P^(C) tel 
quep;= (S?{pi). 

Supposons qu'il existe deux morphismes birationnels 7i, 7i': 2—7- P^(C) tels que Z soit la 
surface obtenue en eclatant P^(C) en /^i , ..., Pn (resp. p\, ... , p'J via n (resp. n'). II existe 
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une transformation birationnelle /: P^(C) — ■>■ P^(C) telle que le diagramme 

Z 




P2(C) ---^P2(C) 

commute ; de plus il existe un unique element w dans Z'" tel que <!>' = <t>w. 
Le groupe de Weyl satisfait la propriete suivante due a NAG ATA : soient (z,*^) un ecla- 
tement marque et w un element de Z'". Si {z,^w) est encore un eclatement marque, 
alors w appartient au groupe de Weyl W„. Etant donne un eclatement marque (z,^) 
on note W{z,^) I'ensemble des elements w de W„ tels que (z,^w) soit un eclatement 
marque : 

W{z,^) = {w € W„ I (2;,<J>w) est un eclatement marque}. 

L' action a droite du groupe symetrique consiste a reordonner les points base de la suite 
d'eclatements done le groupe des permutations est contenu dans W{z,^). L'enonce qui 
suit donne d'autres exemples d'elements de W{z,<i>). 

Theoreme 4.13 ([McMOT]). Soient {z,<t>) un eclatement marque eta V involution de Cre- 
mona. Designons par p\, ..., pn les points base de (z,^). Si pour 4 < k < n, le point pu 
n' appartient pas a la droite passant par pi et pj, ou 1 < i,j < 3, / 7^ j, alors (2,<J>Ki23) est 
un eclatement marque. 

Demonstration. Soient 7i: Z — )• P^(C) le morphisme birationnel associe al'eclatement 
marque (z,<I>). Designons par qi, ^2 et ^3 les points d'indetermination de o. Choisissons 
des coordonnees dans lesquelles pi = qi pour / = 1, 2, 3; alors n' = 011: Z — )• P^(C) est un 
morphisme birationnel permettant de voir (2;,<I>Ki23) comme un eclatement marque avec 
points base p\, p2, P3 et o{pi) pour / > 4. Ces points sont distincts puisque, par hypothe- 
se, ;74, ..., Pn n'appartiennent pas aux droites contractees par a. D 

Une racine a de 0„ est une racine nodale pour (2i,<I>) si <I>(a) est represente par un diviseur 
effectif D. Dans ce cas D se projette sur une courbe de degre cf > sur P^(C); par sui- 
te a = dcQ — Y,i> 1 ^i^i est une racine positive. Une racine nodale est dite geometrique si on 
peut ecrire D comme une somme de courbes rationnelles lisses. 

Theoreme 4.14 (fMcMOTl). Soit {z,(^) un eclatement marque. Si trois des points bases 
sont colineaires, {z , <I>) possede une racine nodale geometrique. 

Demonstration. Quitte a reordonner les points bases p\, ..., p„, on peut supposer que 
pi , p2 et ps sont colineaires ; notons L la droite passant par ces trois points. A reindexation 
pres on se ramene a : les points bases appartenant a L sont pi, ..., p^. La transformee 
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stricte L de L induit une courbe rationnelle lisse sur Z avec [L] = [H — Y!d=\ E?] d'ou 

<I>(ai23) = [L + £E,-]. 
1=1 



D 



Theoreme 4.15 (fMcMOTl). Soil (2 , <I>) un eclatement marque. Si (z,^) n 'a pas de racine 
geometrique nodale, alors 

W{Z,^)=W„. 

Demonstration. Commenfons par remarquer que si {z,^) n'a pas de racine nodale 
geometrique et si w appartient a W{z,^), alors {z,^w) ne possede pas de racine no- 
dale geometrique. II suffit done de demontrer que les generateurs de W„ appartiennent a 
W{z,'i>). Pour les transpositions cela decoule de I'inclusion du groupe des permutations 
dans W{z,^); pour K123 c'est une consequence des Theoremes l4. 13l et l4. 141 D 

CoroUaire 4.16 (|McM071). Une surface marquee possede une racine nodale si et seule- 
ment si elle possede une racine nodale geometrique. 

2.3. Paires marquees. 

2.3. 1. Premieres definitions. Soil {z, <I>) un eclatement marque. Rappelons qu'une courbe 
anticanonique est une courbe reduite Y (Z Z telle que la classe de Y dans H^(2.,Z) verifie 

[y] = [3H-£E,-] = -K^. (4.2) 

\Jne paire marquee (2.,<I>,F) est la donnee d'un eclatement marque (2.,<I>) et d'une courbe 
anticanonique Y. Un isomorphisme entre les paires marquees (£,,<!>, 7) et {z' ,^ ,Y') est un 
biholomorphisme / de 2> dans z' , compatible avec les marquages et qui envoie Y sur Y' . 
Sin> 10, alors Z contient au plus une courbe anticanonique irreductible ; en effet, si une 
telle courbe Y existe, alors Y^ = 9 — n <0. 

2.3.2. Des surfaces aux cubiques. Considerons une paire marquee (2;,<I>,F). Soit % 
une projection de Z sur P^(C) compatible avec <I>. L'egalite (14.21 ) implique que C = T^{Y) est 
une cubique passant par chaque point base pt avec multiplicite 1 . De plus, le fait que E, • 7 = 
1 assure que 7i: y — )• C est un isomorphisme. L' identification de \]?{z,'L) et Pic(z) permet 
d'obtenir le marquage naturel 

r, : z^-" A h2(z,Z) = Pic(z) ^ Pic(y) ^ Pic(c) 

oii r est I'application de restriction Pic(2;) — > Pic(F). Ainsi une paire marquee (2i,F,<I>) 
determine canoniquement une cubique marquee {C ,T\). 
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2.3.3. Des cubiques aux surfaces. Reciproquement considerons une cubique marquee {C ,v\) 
On dispose de points bases pi G C determines par (ri(e;))i<,<„ et un plongement de C 
dans P^(C) determine par Tl(eo). Soient (2;,<I>) I'eclatement marque avec points bases pi 
et F C 2 la transformee striate de C ■ On obtient ainsi une paire marquee (2;,<I>,F) qu'on 
appelle eclatement de {C ,V[) et que Ton note Bl((r,ri). 

Les constructions presentees au 92.3. 2l et 92.3.3l sont inverses I'une de I'autre. En d'autres 
termes on a I'enonce suivant. 

Theoreme 4.17 ([McMOTl). Une pake marquee determine canoniquement une cubique 
marquee et reciproquement. 

3. Resultats et idee de demonstration 

3.0.4. Enonces. Dans [McM03 McMULLEN produit des exemples d'automorphismes 
d'entropie positive a I'aide d'elements du groupe de Weyl. 

Theoreme 4.18 ([McM07|). Pour n > 10, tout element de COXETER de W„ peut etre 
realise par un automorphisme /„ sur une surface rationnelle d'entropie positive log(X„). 

Plus precisement 1' automorphisme /„ : Z„ — ;• Z„ peut etre choisi de sorte 

- que Zn soit le plan projectif complexe eclate en n points distincts pi, ..., Pn situes 
sur une cubique cuspidale C , 

- qu'il existe une 2-forme meromorphe r\ sur 2;„ a poles simples le long de la transfor- 
mee propre de C qui ne s'annule pas, 

- que/,:(ri)=X„-ri, 

- que ((/„),£;„) soit minimal au sens de Maninq 

Les trois premieres proprietes determinent /„ de maniere unique. Les points pi admettent 

une description simple en termes de vecteurs propres ce qui permet de donner des formules 

pour/,,. 

Notons que le plus petit nombre de Salem connu est la racine ^Lehmer ~ 1.17628081 du 

polynome de Lehmer 

L{t) =t^° + t'^ -t'^ -t^ -t^ -t^ -t^ + t + 1. 

McMULLEN montre que ce nombre est une borne inferieure pour I'entropie. 



Theoreme 4.19 (iMcM07|). Si f est un automorphisme d'une surface complexe compacte 
Z d'entropie positive, I'entropie de f est superieure ou egale a log ?iLeimer- 

Constatant que Xio = A-Lehmer, il obtient que cette borne inferieure est realisee. 



2. Soient Z une surface et G un sous-groupe de Aut(z;). Une application birationnelle /: Z ---» Z est 
dite G-equivariante si G = fGf^^ C Aut(z). Le couple (G.z) est minimal si tout morphisme birationnel 
G-equivariant est un isomorphisme. 
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CoroUaire 4.20 ( IIMcM07ll '). La transformation /iq: Ziq — t- Zio est an automorphisme 
d'une surface rationnelle d'entropie minimum. 

On peut voir qu'un automorphisme sur un tore complexe ne peut pas avoir de disque de 
SlEGEL ; ce n'est pas le cas sur une surface K3 du moins si celle-ci est non projective 
( I.McM02.n . Dans le contexte des surfaces rationnelles McMULLEN etablit I'enonce sui- 
vant. 

Theoreme 4.21 ([McM07i]). Ily a une infinite de n pour lesquels 1 'element standard de W„ 
peut etre realise comme un automorphisme de P^(C) eclate en un nombre fini de points 
possedant un disque de SlEGEL. 

3.0.5. Idee de demonstration. Les automorphismes construits pour etablir les resultats 
precedents sont obtenus en eclatant des points bases situes sur une cubique C , les cubiques 
jouant un role particulier du fait que leurs transformees propres Y sont des courbes antica- 
noniques. 

Supposons que 1' element w de W„ soit realise par un automorphisme F At Z preservant F. 
Comme on I'a vu au Theoreme 14.171 a la paire marquee {z,(^,Y) est canoniquement asso- 
ciee une cubique marquee {C,T[). Alors il existe une transformation birationnelle / : P^(C) — -> P^(C) 
telle que : le releve de f a. Z coincide avec F, f preserve C et / induit un automorphisme f^ 
de Pico{c) satisfaisant rjow = /*rio- En d'autres termes [rjo] est un point fixe pour Taction 
naturelle de w sur I'espace des modules des marquages. 

Reciproquement pour realiser un element donne w du groupe W„ on commence par cher- 
cher un point fixe rjo dans I'espace des modules des marquages. Le CoroUaire 14. 12l associe 
a rjo une cubique marquee (C,ri) a isomorphisme pres. Notons {z,^,Y) la paire marquee 
canoniquement determinee par (C,ri). Supposons que pour tout a dans 0„, rio(a) soit non 
nul (ce qui est une condition generique) ; les points bases pi ne satisfont pas de relation no- 
dale (ils sont tous distincts, il n'y en a pas 3 alignes, pas 6 sur une conique etc). Un theoreme 
de Nagata assure alors I'existence d'une seconde projection 7i': Z — )■ P^(C) correspon- 
dant au marquage Ow. Designons par c' la cubique 7l'(F). Puisque [rjo] est un point fixe de 
w, les cubiques marquees ((r',riw) et {C,r\) sont isomorphes. Mais un tel isomorphisme est 
un automorphisme F de Z satisfaisant 7%,<I> = Ow. 

Notons que dans [HirSS , Har85 , PS81 , DU | il y a aussi des constructions faisant intervenir 
a la fois les automorphismes de surfaces et les cubiques. 

4. Exemples 

Considerons la famille de transformations birationnelles /: P^(C) — ^ P^(C) donnee, dans 
la carte affine z = 1 , par 
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Notons que le cas b = -a a ete etudie dans IIPS81I et IIBR041 . 

Les points d'indetermination de / sont /^i = (0 : : 1), /72 = (0 : 1 : 0) et /73 = (1 : : 0). 

Posons p4 = {a : b : I) et designons par A (resp. A') le triangle de sommets pi , p2, ps (resp. 

P2, P3, Pa)- La transformation / envoie A sur A' : le point p\ (resp. p2, resp. pi,) est eclate 

sur la droite {p\Pa) (resp. {P2P3), resp. {P3P4)) et les droites {P1P2) (resp. (pip^), resp. 

{P2P3)) sont contractees sur p2 (resp. p4, resp. P3). 

Siaetb sont choisis de sorte que pi = P4, alors A est invariant par / et quitte a eclater P^(C) 

en pi, p2, P3 on obtient une realisation de 1' element standard de COXETER dans W3. En 

effet / envoie une droite generique sur une conique passant par les pi; ainsi w{eo) = 2eo — 

ei — ^2 — ^3-Lepoint/7i (resp. 772, resp. 773 ) est eclate sur la droite passant par 772 et/73 (resp. 

pi et p3, resp. pi et p2). II s'en suit que 

w{ei)=eQ-e2-e3, w{e2)= e^- e\- 63, w{e3)= e^- e\- 62- 

Plus generalement on a I'enonce suivant. 

Theoreme 4.22 ( IIMcM07ll ). Designons par pi^4 I'itere ieme f (774) de 774. 

La realisation de V element standard de CoxETER de W„ correspond aux couples {a,b) 

de C^ tels que 

Pi ^ {PlP2)'J{P2P3)^{P3Pl), P,i+l =P\- 

Demonstration. Supposons qu'il existe un entier / tel que f'{p4) = Pi+4- Soit {z,%) 
I'eclatement marque de points bases p,. La transformation / se releve en un morphisme 
Fo de Z dans P^(C). Comme tout pi est desormais I'image Fo(£;) d'une droite de Z, le 
morphisme Fq se releve en un automorphisme F de Z, F satisfaisant la propriete suivante : 
/ se releve en F. Determinons 1' element w realise par F. Remarquons que / envoie une 
droite generique sur une conique passant par 7^2, 7^3 et 7^4 d'oii w(eo) = 2eo — ^2 — ^3 — ^4. 
Le point pi est eclate sur la droite passant par 773 et 774 done w{ei) = eo — ^3 — ^4; de meme 
on obtient 

w(e2) = 60 — 62 — ^4, w{e3) = eo — e2 — 63, w(e,) = e,+i pour4 < ; < n et w{e„) = ei. 

Reciproquement si un automorphisme F: Z ^ Z realise la transformation standard de 
CoxETER w = 7i„Ki23, on peut normaliser les points bases de sorte que 

{pi, 7^2, 7^3} = {(0:0:1), (0:1:0), (1:0:0)}; 

la transformation birationnelle /: P^(C) — -> P^(C) dont le releve coincide avec F est la 
composee de I'involution de CREMONA et d'un automorphisme envoyant {p\ , P2) sur {p2, P3) 
Un tel / est, dans la carte affine z = 1, de la forme f{x,y) = {a' ,b') + {Ay,By/x) soit, a 
conjugaison pres par {Bx,By/A), du type f{x,y) = {a,b) + {y,y/x). D 
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Exemples d'automorphismes d'entropie positive 

Dans ce paragraphe nous presentons un exemple du a BEDFORD et KiM (II BK06|[BK09II ). 
Une possibilite pour produire un automorphisme / sur une surface rationnelle Z est la sui- 
vante : on part d'une transformation birationnelle / de P^(C), on trouve une suite d'ecla- 
tements %: Z ^ P^(C) telle que I'application induite f^ = Tifn^^ soit un automorphisme 
sur Z. La difficulte est de trouver une telle suite n... Si / n'est pas un automorphisme du 
plan projectif complexe, / contracte une courbe Ci sur un point pi ; la premiere chose a faire 
pour construire un automorphisme a partir de / est d'eclater le point pi via Tli : Zi — )• P^(C) . 
Dans le meilleur des cas /z, = n\fTi^^ envoie la transformee de Ci sur le diviseur excep- 
tionnel Ei. Mais si pi n'est pas un point d'indetermination /z, contracte Ei sur p2 = f{p\)- 
Autrement dit ce procede n'aboutit que si /n'est pas algebriquement stable ce qui va etre 
le cas dans 1' exemple qui suit. 



Soit fa^b la transformation birationnelle de P^(C) definie par 

fa,h{x,y,z) = {x{bx + y) -.zibx + y) -.xiax + z)), 
soit en carte affine 

fa,b{y,z) = { z, 



b+y, 
On constate que \n&fa,b = {p\, Pi^P*} ^^ que Exc/q /, = Zq U £p U Zy avec 

pi = (0:1:0), p2 = (0:0:1), p, = {\ : -b : -a), 

Io = {x = 0}, ^ = {bx + y = 0}, Yy = {ax + z = 0}. 

Plus precisement Zq (resp. Zp, resp. Zy) est contracte sur p\ (resp. p2, resp. ^ = (1 : —a : 0)) 
et p2 (resp. pi, resp. q = {\ : —a : 0)) est eclate sur Zq (resp. sur la droite Z5 = {z = 0} 
passant par les points pi et q, resp. sur la droite Zc passant par les points p2 et q). 
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p ^^^^ 


PI /'X 



(^,y) 



Soient IX = ^\p^^p^'^ , n: J ^ P^(C) et /a,/,.<x = 7l~Va.fo^- Montrons qu'apres cet eclate- 
ment Zq n'appartient pas a Exc(/q^^ ). 

Posons X = r2 et J = ri^'i; alors (r2,5'2) est un systeme de coordonnees locales dans le- 
quel Zp = {5'2 + Zj = 0} et E2 = {r2 = 0}. On constate que 

-. ( ^1^ ^ ^1) b ^ ^i\ 
^ ' V ^''2 + 1 ar2 + 1 / 

Par suite Zp est envoye sur E2 et E2 sur Zq. 

Posons X = U2V2 et y = V2; le diviseur exceptionnel E2 est decrit par V2 = et Zq par M2 = 0. 

On a 

(m2,V2) -> (M2V2,V2)(;t,j.) -> {u2V2{bU2 + l) : ^2 + 1 : M2(aM2V2 + l)) 



V2 (^M2 + 1 ) bU2 + 1 



fl'M2V2 + 1 'M2(aM2V2 + l" 



{x,y) 



U2V2, 



bU2 + 1 



'«2(aM2V2 + l)/(„2,v2) 

on retrouve que E2 est envoye sur Zq. 

Posons X = n, z = r\S\; dans ces coordonnees (ri,5'i) on a Ei = {r\ = 0}. De plus 

(ri,i'i) -^ (ri,ri 51 )(;,,.) -^ (^n + 1 ■.b + si{bri + l) :ri(a + 5'i)). 

II s'en suit que Ei est envoye sur Z5. 
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Posons X = MiVi et z = vi ; dans ces coordonnees Zq = {«! = 0}, Ei = {vi = 0} et 
(mi,vi) -^ (Mivi,vi)(;f^j.) -^ {u\{buiv\ + 1) : bu\V\ + 1 : u\Vi{aui + 1)) 



Ml,- 



uiv\{aui + 1] 
bu\Vi + 1 



(^,z) 



Ml, 



vi(aMi + r 

ZjMiVi + 1 



[ri^si) 



II en resulte que Zo — ^ El etqueZp — ^E2— ^To— ^Ei —^£5. Enparticulier Ind/^/, r^ = {;?*} 
etExc/„.i,^y ={Ly}. 

On remarque que {H, Ei, E2} est une base de Pic(9^). Le diviseur exceptionnel Ei est en- 
voye sur £B;puisque p\ appartient a Eg on a Ei — )■ Eg — s-Zg + Ei. Par ailleurs E2 est envoye 
sur Zo; comme p\ et p2 appartiennent a Zq on a E2 — )■ To — ^ ^0 + Ei +E2. Soit H une droite 
generique de P^(C) d'equation £ = avee i = aQX + a\y + a2Z- Son image par fa^b^-y est une 
conique d'oia 



(=1 



Determinons les m,. Etant donne que 

{r2,S2) -> {r2,r2S2){x,y) -^ {r2{b + S2) ■.b + S2:ar2 + l) 
— ^ riiaoriib + S2) + ai{b + S2) + a2(ar2 + 1) ) 

et que E2 = {r2 = 0} I'entier m2 vaut 1. D'autre part 

(ri,5i) -> (ri,ri5i)(;,^j.) -> {bn + l : b + si{bri + \) :ri{a + si)) 
-^ sinlaoibsin + l)+ai5'i(^5'iri + 1) +5'iri(a + 5'i; 
et El = {^i = 0} d'ou mi = 1. II s'en suit que 



M 



Ja,b,0 



2 1 1 
-1 -1 -1 
-1 -1 



Le polynome caracteristique de Mf^ ^ est \+t — t^ . Traduisons les renseignements que 
contient Mf^i^^.. Soient L une droite et {L} sa classe dans Pic(iX). Si L n'intersecte ni 
El, ni E2, alors {L} = H. Puisque /*^ •y^~ ^^ — Ei — E2 I'image de L par fa^h.'y ^^t une 
conique intersectant Ei et E2 avee multiplicite 1. Si L contient p^, alors fa^h.'y (L) est I'union 
de Zc et d'une seconde droite. Supposons que p^ n'appartienne pas a LU/q/,^ (L), alors 



{flb,A^)}=M 



fa.b 



1 






2H-E2; 
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autrement dit /^^^ (L) est une conique intersectant E2 mais pas Ei. De meme si p^ n'ap- 

" 1 



partient pas a LU/a,;,,^ (L) U/^^ .^ (L), alors 

f3 /'T \T )i,f3 



{/.Ar(L)}=%, 








3H-E 



j.e. /^^ y-(L) est une cubique intersectant Ei et E2 avec multiplicite 1. Si p* n'appartient 
pas a LU/a/,y (L) U . . . U/^^L. (L), les iteres de /^.^.y ^o^it holomorphes au voisinage de 
L et {f*y y )"(H) = {/"^^ y L}. Les parametres a et ^ sont dits generiques si /j^, n'appartient 

pasaU7=o/i,fe,y(L). 

Theoreme 5.1 (f BKOPII ). Supposons que a etb soient generiques ; alors fa,h,'y' ^^^ algebri- 
quement stable et X{fa^b) ~ 1 -324 est la plus grande valeur propre du polynome caracteris- 
tique t^ — t — I. 

1. Construction de surfaces et d'automorphismes 

Considerons le sous-espace y„ de C^ defini par 

'P'n = {{a,b) €C^\fl, ^{q) ^ p, yO < j <n-l,f^:,^^{q) = p,}. 

L'enonce suivant donne une condition necessaire et suffisante pour que fa,b,y soit un auto- 
morphisme sur une certaine surface rationnelle. 

Theoreme 5.2 ( IIBK09I ). La transformation fa^h.^y ^st conjuguee a un automorphisme d'une 
certaine surface rationnelle si et seulement si {a,b) appartient a V„ pour un certain n. 

Demonstration. Si {a,b) n'appartient pas a V„, le Theoreme 15.11 assure que 'k{fa,b) est 
la plus grande racine de t^ — f — 1; on constate que 'k{fa,b) n'est pas un nombre de Salem 
done fa,b n'est pas conjugue a un automorphisme (Theoreme l3.12l) . 

Reciproquement supposons qu'il existe un entier n tel que {a,b) appartienne a '^'„. Soit Z 
la surface obtenue a partir de 9^ en eclatant les points q, fa,b,!x (<?); ■ ■■ ^ fab r (^) ~ P* ^'^ 
I'orbite de q. On peut verifier que la transformation induite fa^b.z est un automorphisme. 

D 

On s'interesse maintenant a /*^ ^ que nous noterons /*^. 

Theoreme 5.3 ([BK09]). Supposons que {a,b) appartienne a V„ pour un certain entier n. 
Si n < 5, r application fa^b est periodique de periode inferieure ou egale a 30. Si n vaut 6, 
la croissance des degres de fa^b sst quadratique. EnBn si n>l , alors (deg/^^)^ a une crois- 
sance exponentielle et ^{fa^b) sst la plus grande valeur propre du polynome caracteristique 

y^^{t) =t"+\t^ -t - \)+t^ +t^ -I. 
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De plus, lorsque n tend vers Vinfini ^{fa^b) tend vers la plus grande valeur propre de t^ — 
t-l. 

L' action de fa,b,z* sur la cohomologie est donnee par 

E2^ro = H-Ei-E2^Ei^lB = H-Ei-Q 

oil Q designe le diviseur obtenu en eclatant le point q qui est sur Lb- Par ailleurs p.^: etant 
eclate par fa^b sur Lc, on a 



Q^faAQ) 



f^biQ) 



H-E7 



Finalement une droite generique L intersecte £0, ^p et Ly avec multiplicite 1; 1' image de 
L est done une conique passant par q, pi et p2 d'ou H — )■ 2H — Ei — E2 — Q. Ainsi dans la 

base{H,Ei,E2,Q,/«,i(Q),...,/;,(Q)}ona 



Mf , 
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1 










-1 


-1 













-1 










-1 
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-1 
-1 
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-1 
-1 
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2. Courbes invariantes 



Dans I' esprit de fDJSOTJ BEDFORD et KiM etudient les courbes invariantes par fa^b- H 
existe des transformations rationnelles cp^: C — )• C^ telles que si {a,b) = (?j{t) pour un 
certain complexe t, alors fa^b a une courbe invariante C ay ant j composantes irreductibles. 
Posons 



91 (0 



l+2f + f2'f2 



1-f^ 



92(0 = 



t + t^ 



-t' t'-l 



l+2f + f2' f + f2 



93(0= ( l+f,f-- 



Theoreme 5.4 (fBK09l). Soit t dans C \ { - 1 , 1 , 0, j, j^} . Ji existe une cubique C invariante 
par fa ^b si set seulement si {a,b) = cpy(?) pour un certain 1 < 7 < 3 auquel cas C est decrite 
par un polynome homogene Pt^a,b de degre 3. 
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Deplus, si Pt.a.h existe, il est donne, a multiplication pres par une constante, par 

Pt.a.,b{x,y,z) = ax^{t - \y +yz{t - \)t{z + ty) +x(2byzt^ +/(f - l)P+z^{t - 1)(1 +bt)^ 
+ x^{t-l)t^(a{y + tz)+t{y+{t-2b)z)). 

Plus precisement on a la description suivante. 

- Si {a,b) = cpi(?), alors Fi = {Pt^a.b = 0) est une cubique irreductible cuspidale. La 
transformation fa^b a deux points fixes dont I'un est le point singulier de C- 

- Si {a,b) = (piit), alors r2 = {Pt,a.b = 0) est I'union d'une conique et d'une droite 
tangente a celle-ci. La transformation fa,b a, la aussi, deux points fixes. 

- Si {a,b) = cp3(f), alors r3 = (Pt.a.b = 0) est I'union de trois droites concourantes ; fa^t 
a encore deux points fixes dont I'un est le point d' intersection des trois composantes 
de C. 

II existe un lien etroit entre les parametres {a,b) pour lesquels il existe un complexe t tel 
que cpj(f) = {a,b) et les racines du polynome caracteristique x„. 

Theoreme 5.5 ( IIBK09II ). Soient n un entier, j un entier compris entre I et3 et t un com- 
plexe. Supposons que {a,b) := cpy(?) n' appartienne a aucun des V^ pourk < n. Alors {a,b) 
appartient a V„ si et seulement si j divise n ett est une racine de x„. 

On peut ecrire %« sous la forme C„\|/„ oia C„ est le produit des facteurs cyclotomiques et \|/„ 
le polynome minimal de ^{fa^b)- 

Theoreme 5.6 ([BK09 1). Supposons que n soit superieur ou egalal . Soitt une racine de Xn 
distincte de 1. Alors ou Men t est une racine de \|/„, ou bien t est une racine de Xj pour un 
certain < j <5. 

En decrivant de maniere precise ce qu'il se passe lorsque t n'est pas une racine de \|/„, 
Bedford et Kim montrent que le nombre d'elements de FjH'i'n est, pour n>7, determine 
par le nombre de conjugues de GALOIS de I'unique racine de \j/„ strictement superieure a 
1 : si n > 7 et 1 < j < 3 divise n, alors 

Tj n V^ = {cpy(f ) 1 1 racine de \|/„}; 

en particulier Fj n 1/^ n'est pas vide. 

Soient X une surface rationnelle et g un automorphisme sur X . Le couple {x , g) est dit 
minimal si tout morphisme birationnel 7i: X -^ x' qui envoie {x,g) sur {x',g'), oil g' 
est un automorphisme sur x' , est un isomorphisme. Rappelons une question posee dans 
IIMcM071 . Soient X une surface rationnelle et g un automorphisme sur X . Supposons que 
{x,g) soit minimal. Existe-t-il une puissance negative de la classe du diviseur canonique 
Kx admettant une section holomorphe ? On salt depuis [Har87l que la reponse est negative 
si on enleve I'hypothese « {x ,g) minimal ». 
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Theoreme 5.7 ([BK03)- H existe une surface Z et an automorphisme fa^b sur Z d'entropie 
positive telsque {z,fa,b) soit minimal et tels que fa^b ne possede pas de courbe invariante. 

Si g est un automorphisme sur une suface rationnelle X telle qu'une puissance negative 
de Kx admette une section holomorphe, g preserve une courbe ; par consequent le Theo- 
reme [5i7]repond a la question de McMULLEN. 

3. Domaines de rotation 

Supposons que n soit superieur ou egal a 7 auquel cas /^ ^ n'est pas periodique ; s'il y 
a un domaine de rotation, son rang vaut 1 ou 2. Nous allons voir que les deux arrivent ; 
commen9ons par ceux de rang 1 . 

Theoreme 5.8 ( IIBK09I ). Supposons que n soit superieur ou egal a 7, que j divise n et 
que {a,b) appartienne a Fj n V,,. II existe un complexe t tel que {a,b) = cpy(?). Si t est un 
conjugue de Galois de X{fa,b) distinct de 'kifa.b) ef Mfa,b)~^, ^lors fa^b a un domaine de 
rotation de rang 1 centre en 

t^ t^ \ ( t^ ?2 \ 
, si 7 = 1, , si i = 2, (—t,—t) si i = 3. 

i+t \+tJ ■' ' V 1+f 1+f/ \ ^ J J 

Passons a ceux de rang 2. 

Theoreme 5.9 ([BKO^). Considerons un entier n superieur ou egal a 8, un entier j a valeurs 
dans {2, 3} qui divisen. Supposons que {a,b) = cpj(f) etque \t\ = 1; supposons deplus que 
t soit une racine de \|/„ . Notons r\i,r\2 les valeurs propres de Dfa^b au point 

fi+t+t^ i+t+t^\ . . ^ ^ 1 , lA ■ . -, 

Sir\\ etr\2 sont de module 1 , alors fa,b a un domaine de rotation de rang 2 centre en m. 

II peut y avoir coexistence de domaines de rotation de rang 1 et 2. 

Theoreme 5.10. Supposons que n soit superieur ou egal a 8, que j soit egal a 2 ou 3 et que 

j divise n. II existe {a,b) dans Tj n V^ tel que fa^b possede un domaine de rotation de rang 

2 centre en 

l+f + f^ l+f + f2\ / I y\ 

, , , sij = 2, 1 + -,1 + - sij = 3 

t + t^ t + t^ J \ t t J 

ainsi qu'un domaine de rotation de rang 1 centre en 



t^ f2 



1+r i+t 



sij = 2, {-t,-t)sij = 3. 



62 5. EXEMPLES D'AUTOMORPHISMES D'ENTROPIE POSITIVE 



4. Groupe de Weyl 

Rappelons que Ei et E2 sont les diviseurs obtenus en eclatant pi et p2. Pour simplifier 
introduisons les notations suivantes : Eq = H et E3 = Q, E4 = /(Q), . . . , E„ = f"^^{Q), 7i,- 
eclatement associe au diviseur E,. Posons 

eo = Eo, e; = (7l,-+i...7l„)*E,-, !</<«; 

la base {^o, • • • ,Sn} de Pic(2;) est geometrique. 

Bedford et Kim montrent qu'ils peuvent appliquer le Theoreme 14.221 et en deduisent 

I'enonce suivant. 

Theoreme 5.11 ( IIBK09II ). SoientX une surface rationnelle obtenue en eclatant F^{C) enun 
nombre fini de points 7t: ^ — )■ F^(C) et F an automorphisme sur X representant V element 
standard du groupe de Weyl W„ avec n>5. II existe un automorphisme A de P^(C) et des 
complexes a etb tels que 

fa,hA% = A%F. 

De plus lis obtiennent qu'une representation de I'element standard du groupe de Weyl peut 
etre obtenue a partir de fa,b,<y ■ 

Theoreme 5.12 ( IIBK09II ). Soient X une surface rationnelle et F un automorphisme sur X 
representant I'element standard du groupe de Weyl W„. U existe 

- une surface y obtenue en eclatant y en un nombre hni de points distincts n: y ^y , 

- un automorphisme g sur J , 

- {a^h) dans V„_3 

tels que {F, X ) soit conjugue a{g,y) et Tig = /q./,,^ 71. 

5. Description des conditions pour obtenir un automorphisme 

Dans IIBK061I est etudiee la famille {Fa^b) definie dans la carte x = 1 par 

Fa,b= z,- — — —;— , A = {ao,ai,a2),B = {bo,biM)\ 

on remarque que (/«,&) en est une sous-famille. On peut dans ce cadre definir des espaces 
de parametres 1/,, qui correspondent aux parametres pour lesquels I'application n'est pas 
algebriquement stable « au «-ieme itere ». II y a une action de groupes naturels sur I'espace 
des parametres V,,; en effet si (ri,c,^) appartient a C* x C* x C on a les actions suivantes 

(01) (m,v) I-)- (riM,riv) 

(az) (m,v) I-^ (mo,CMi,CM2,CVo,C^Vi,C^V2) 

(as) (m,v) ^ (mo+A'(mi+M2)-^(vo+A'(vi+V2)),Mi-^1,M2-A'V2,Vo+A'(vi+V2),Vi,V2). 
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La premiere action correspond a I'homogeneite de Fa^, les deux dernieres a des actions par 
conjugaison lineaire sur Fa^b 



1 1 \ ( ao + aicy + a2CZ 

-y,-z \FA,B{cy,cz) = - 



' bQC + bic^y + bjc^z 
et 

(y - i", z - A')^A,B (j + A*, z + i") 

ao+^i{a]_ + fl'2) - ij{bo + iJibi + ^2)) + (fli - /J^i )>' + (02 - A'^2)z 



bQ+ft{bi +b2)+biy + b2Z 
L' ensemble 1^„ est defini par la condition f^i,{q) = P- Les coefficients des equations definis- 
sant t^n sont des entiers positifs ; en particulier y„ est invariant par conjugaison complexe. 
En exploitant ces equations BEDFORD et KiM obtiennent la description suivante ( IIBKd6ll ) 

- Vq : orbite de {a,b) = (0,0) sous Taction de ai — 03. 

- 1^1 : orbite de {a,b) = (1,0) sous Taction de 01 — 03. 

- V2 : orbite de {a,b) = (^,i) • 

- 0^3 : orbites de | ( ^~'^+\ ij , M+'^+' ,ij | et de leurs conjugues. 

- 1^4 : orbites de {{ao,bo), (ai,^i), (a2;^2)} et de leurs conjugues ou a,- (resp. bi) est 
une racine de 1 - 3x + 9x^ - lAx' + l^x^ - llx' + 9x^ (resp. 1 + 6x2 + 9^4 _^ 3^6) 

- 'J/'s : orbites de {(ao,^o), {cL\-,b\)^ {<^2,b2), (as, ^3 )} et de leurs conjugues oH a,- (resp. 
bi) est une racine de 1 + Sx^ - 20x^ +49x'^ - eOx^ + 37x^ - lOx'^ +x^ (resp. 1 + Vx^ + 
14x4 + 8x6+ x^). 

- 1^6 : les equations de Ve sont divisibles par b^ done tous les couples de parametres 
(a,0) avec a {0, 1} appartiennent a Vg; de plus Ve contient les orbites de 



,1 



3±^/5 + 2iV^ ../5±V5 
et de leurs conjugues. 



CHAPITRE 6 

D'autres exemples 

1. Families continues d'automorphismes d'entropie positive 

Dans IIBKal Bedford et Kim etudient la famille de transformations birationnelles definie 
dans la carte x = 1 par 

f{y,z) = {z,-y + cz+ £ ^ + t)' "i^'C' ^^^^' ^^2. 

;=i y y 

j pair 

1.1. Construction de surfaces rationnelles et d'automorphismes. Les auteurs construi- 
sent des surfaces en eclatant P^(C) en un nombre fini de points sur lesquelles / est conjugue 
a un automorphisme d'entropie positive. 

Theoreme 6.1. Soient j, n deux entiers premiers entre eux tels que I < j < n. II existe 
un sous-ensemble non vide C„ de M tel que, pour tout k>2 pair et pour tout {c,aj) dans 
Cn X C, la transformation f soit conjuguee a un automorphisme sur une certaine surface 
rationnelle d'entropie logXn,k oil logXn^k est la plus grande racine du polynome 

n-\ 
7=1 

Disons un mot sur la construction de C„ . La droite A = {x = 0} est invariante par /. Ecrivons 
les points de A \ {(0 : : 1)} sous la forme (0 : 1 : w); alors /(O : 1 : w) = (O : 1 : c — :^) . 
La restriction de / a A coincide avec giw) = c — -. L' ensemble des valeurs de c pour 
lesquelles g est periodique de periode n est 

{2cos(77i/?i)|0<7<«, (j,«) = 1}. 

Posons Ws = g*^^(c) pour 1 < 5 < « — 1, autrement dit les w,- codent I'orbite de (0 : 1 : 0) 
sous Taction de /. Les w j satisfont les proprietes suivantes 

- WjWn-\-j = 1; 

- si n est pair w\... Wn-i = 1; 

-sin est impair, posons w*(c) = W(„_i)/2 auquel cas wi . . .^,,-2 = w*- 
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Nous aliens detailler I'eventualite « = 3, ^ = 2, auquel cas C3 = { — 1, 1}. Supposons que c = 1; 
autrement dit 

La transformation / contracte une seule droite A" = {z = 0} sur le point /? = (0 : : 1) et 

eclate un seul point, 2 = (0 : 1 : 0) . 

Dans un premier temps nous allons eclater Qhla source et R au but. Posons 

x = u\ E = {u\ =0} { x = a\ 

z = u\vi Aj' = {vi=0} \z = aib\ 

X = riS\ i:'_r„_m \ ^ — ^^^ 

On a 



F = {ai =0} 



(mi,vi) -^ (mi,miVi)(;c,z) -^ («ivi : "iVj : mi +miVi -Vj) 



MlVj MlVj \ / MlVj 



Ml+MlV^-vf'Mi+MlV^-vfy^^^y) Vi^l+"lVt-Vt ' / (auh,) 



r,vi 



et 



(ri,5'i) -> (ri5'i,5'i)(-,^^) -> (ri5'i : i'j : rjsi+si - 1). 

Par suite E est envoye sur F, A" est contracte sur S = (0,0) (^,^^1) et Qi = (0,0)(„| vj) est un 

point d'indetermination. 

Poursuivons en eclatant 2i a la source et S au but 

"i="2 G = {m2 = 0} iV^''\ H = {a2 = 0} 

Vi = U2V2 I t>i = a2t'2 

"l='^2^2 G = {.2=0} iV^'f' H = V2 = 0} 

Vi=S2 [ bi=d2 

On a dans les differents systemes de coordonnees 

(22 3 3 \ 
. , 3 3 2' i , 3 3 2 
1 + M2V2 — V2 1 + M2V2 — V2 / 

MoVo \ / M2V2 

,M2V2 -> -— T^ ^,M2V2 



1+M^V^-V^ y^^^,,^) VI +"2^2 -^2 /(.2,d2) 

ainsi G est contracte sur T = (0,0)(c2,rf2) ^iU = (0,0)(^2 v^) ^^t indetermine. De plus on a 

MiVj \ /^ MlVl 



\Ml+MlVf-vf J V"l+WlVi-vf y(,.2,rf2) 



done A2 est contracte sur T. 
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Continuons en eclatant L'^ a la source et T au but 



r2 = m K = {m3 = 0} f C2 = ^3 

Si = M3V3 Gi = {v3 =0} \ d2 = a^bs 



L = {^3 = 0} 



On constate que 

(m3,V3) -> (M3,M3V3)(r2,.V2) ~^ ("3^3 ^ "3^3 ^ l+M3V3-">'3) 



22 33\ / 22 

M3V3 M3V3 \ / M3V3 



1 + M3V3 - V3 ' 1 + M3V3 - V3 y , ^ V 1 + "3V3 - V3 



,W3V3 



{x,y) V^^"3-3 -3 /(«!,/>! ) 



W3V3 \ / 1 



1 I 3 3 T'-i-^ I 1 I 3 3 

1+M^V^-V3 ;(^^^^^) VI +"3^3 -^3 /(,3,rf3) 



"3V3 -> -— T^ ,M3V3 



et 



(r3,i'3) -> (r3i'3,i'3)(^2,.v2) -^ (''3'53 ^ ''3'S3 : r3 + r3i'^ - 1); 
par consequent W = {I,0)(^r3.s3) £st indetermine, K est envoye sur L et Gi est contracte sur 
V = (I,0)(c3,rf3)- ^^ ailleurs on note que 

/ MlVl \ / Ml 
(m1,Vi)^ ] 3 2''^1 ^ ^ 3 2''^1 

ainsi A3 est contracte sur V. 
Eclatons W a la source et V au but 

r3=«4 + l M = {m4=0} ijl'^'t^ N = {«4=0} 



^■3 = M4V4 [ fi?3 = «4^4 

r3 = r4.4 + l M = {.4 = 0} \jZ"f'^^ N = {J4=0} 



53 = 54 1 (i3 = (i4 

D'une part 

Ml \ / MjVl — Vl 



et 



l"l,Vlj -^ ■ 3 2''^! ^ \ 3 2''^! 

\M1+Mivf-Vf ;(^^^^^) V«l+«lVi-vf /(^^^^^) 



1 - M3V3 

-+"3^3- 

dont on deduit que A4 est contracte sur X = (0,0)(c4,rf4) et que Gi est envoye sur N. 



(m3,V3)^( ,M3V3 ^ 77TT737r— T'"3V3 

I+M3V3-V3 / {C3,d3) V"3(1+M3V3-V3J / (C4,rf4) 



68 6. D'AUTRES EXEMPLES 



D'autre part on a 

U4vl{u4 + \) ulvl{u4 + \) 



\+ulvl{u4 + \)' \+ulvl{u4 + \) 

U4vl(u4 + \) \ / V4(m4 + 1) \ 

(«,,fo,) V1+"4V4(m4 + 1) y(,,,d,) 






et 



(r4,5'4) -> (r45'4 + l,54)(r3^,3) ~^ (■«4(''4^4 + 1) : 4(''4'S4 + 1) : r4 + (r45'4 + l)i'4); 



il en resulte que Y = (0,0)(r^ v^) est indetermine et M est envoye sur H. 
Finalement eclatons F a la source et X au but 

'^4 = "5 A = {„5 = 0} |?^''\ n = {as=0} 

S4 = U5V5 [ d4= a^bs 

S4=S5 I ^ i ]^ d4=d5 I ^ i 

Tout d'abord remarquons que A^ est envoye sur Q. 

{ Uiv\-Vl \ { MlVl-1 \ 

Ensuite on a dans chacun des systemes de coordonnees 

(m5,V5) -^ (m5,M5V5)(^^^.,^) -> ((M5V5 + 1)V5 : (M5V5 + 1)m5V5 : 1 + (M5V5 + 1)m5V5) 

et 

(r5,55) -^ (r555,'S5)(r4,,4) -> (rs^ + l ■.S5{r5sl + l) : ¥5 + S5{rssl + l)). 

En particulier on note que A est envoye sur Aj. 

Notons P\ (resp. P2) le point infiniment proche obtenu en eclatant Q, Q\,U ,W QtY (resp. R, 
S, T, V et X). Les calculs qui precedent permettent d'affirmer que / induit un isomorphisme 
entre Blp P^ et Blp P^ les composantes etant echangees comme suit 

E^F, A"-^a, K^L, M^H, A^A", G ^ N. 

Pour qu'un conjugue de / soit un automorphisme d'entropie positive sur P^(C) eclate en i 
points il faut que £ > 10; on cherche done un automorphisme A de P^(C) tel que (A/)^A 
envoie P2 sur Pi. On remarque que /(/?) = (0 : 1 : 1) et f^{R) = Q puis que /'^(Pt) = P\ 
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done A = id convient. Les composantes sont echangees de la fafon suivante 



A"^/n, 


E^/F, 


G^/N, 


K^/L, 


M^/H, 


A->/A", 


/F^/F, 


/N^/N, 


/L^/L, 


/H^/H, 


/n^/n, 


fF^E, 


/N^G, 


/L^K, 


/H^M, 



/a ^ A. 
II s'en suit que la matrice caracteristique de / est donnee dans la base 

{A", E, G, K, M, A, /F, /N, /L, /H, f£l, /f, /n, /l, /h, /H} 
par 
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la plus grande racine du polynome caracteristique 

{X^-3X+l){X^-X + \){X + \)^{X^ + X+lf{X-\)'^ 

de celle-ci est ^^y-^, i.e. le premier degre dynamique de / est ^ y ^ . Remarquons que le 
polynome X3 2 introduit dans le Theoreme l6.1l est 1 — 2X — 2X^ +X^ dont la plus grande 
racine est ^ v ^ . 



1.2. Une famille de systemes dynamiques. Dans cette section nous allons voir un re- 
sultat permettant d'etablir que la famille de transformations birationnelles consideree n'est 
pas triviale. 
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Theoreme 6.2 ([BKa]). A c fixe, la famille de transformations definies par 

fiy,z) = {z,-y + cz+ £ ^ + t)' ajGC,cGR,k>2. 

j pair 

induit une famille de systemes dynamiques de dimension k/2 — 1 . 

La strategic est la suivante. Un tel / possede ^+1 points fixes que nous noterons pi, ..., pt+i- 
Posons a = {ai,... ,ai-2)- BEDFORD et KiM montrent que les valeurs propres de Dfa au 
point Pj{a) dependent de a; il s'en suit que la famille varie avec a de maniere non tiiviale. 
Plus precisement ils montrent que la trace de Dfa varie de maniere non triviale. Designons 
par T;(a) la trace de la differentielle Dfa au point Pj{a) et considerons 1' application T defi- 
nie par 

a^T{a) = (Ti(a),...,Xyt+i(a)). 

1.2. 1. Premiere etape. Le rang de 1' application T est ^ — 1 au point a = 0. En effet les 
points fixes de / sont de la forme (^i,^.v) oii ^^ est une racine de 



*^-2 ai 1 



^ = (c-m+I| + ^ 



(6.1) 



; pair 

Lorsque a est nul, on a pour tout point fixe ^*+' = 5^7 • En differenciant (16.11 ) par rapport 
aux Qi on obtient pour a = I'egalite 

dont on deduit 

La trace de Df^y^^ est donnee par 



a=0 {2-c){k+\)^^- 



k—2 



;=i 
;■ pair 



y+1 yk+i ■ 



Pour 3^ = ^a on a 

dxi^a) _ i k{k+l) d^a i k 1 e_,±_ 



daf 



a=o y+1 /+2 da^ /+! 2-c^*^+i^^+i y+i j^^ ^^+1 



Si ^y parcourt les | — 1 racines distinctes de , .^^i , la matrice est essentiellement une 



(2=^ 
^2 '-' '" V2 



matrice de Vandermonde de faille (| — l)x(| — 1) done de rang | — 1- 
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1.2.2. Deuxieme etape. Designons par fa une transformation du type 

(z,-y + cz+Y,^ + —)^ ayGC,cGM,A:>2. 

j=\ y y 

j pair 

k 1 

II existe un voisinage "U de dans Cz^' tel que pour tous a' , a" dans ll avec a' / a" 
I'application fa' n'est pas diffeomorphe a fa". En effet, d'apres ce qui precede ['application 
Cs^^ — )• C'^^^ a I—)- T{a) est localement injective au voisinage de 0. De plus pour a nul les 
points fixes pi, ..., pk+i , et done les valeurs Xi (0) , . . . , x^+i (0) sont distinctes. Par suite 

k 1 

C2^' 3 ah^ {Xi (a),... ,X)t+i (a)} est localement injective en 0. Ainsi si 11 est un voisinage 
suffisamment petit de et si a' et a" sont deux elements distincts de tl les ensembles de 
multiplicateurs aux points fixes ne sont pas les memes ; il s'en suit que fa' et fa" ne sont pas 
diffeomorphes. 

1.3. D'autres resultats. Soient / une transformation satisfaisant le Theoreme l6.1l : no- 
tons Zf la surface sur laquelle / est conjuguee a un automorphisme que Ton notera encore / 
pour simplifier. A I'aide de ce meme theoreme BEDFORD et KiM determinent les courbes 
de Zf invariantes par / (voir [BKa], Theoreme 3.5). lis en deduisent que si « > 2, alors 
{f,Zf) est minimal ; de plus si n = 2 il est minimal apres avoir contracte A (voir HBKal . 
Theoreme 3.6). 

A chaque / est done associee une surface rationnelle Z = Zf sur laquelle / est conjuguee 
a un automorphisme. Une question naturelle est la suivante : que peut-on dire de Aut(2;) ? 
Rappelons que cr est la representation de Aut(2;) dans GL(Pic(2;)) definie par (cf © 

cr: Aut(2.) -^GL(Pic(2;)), g^g*- 

Bedford et Kim montrent que dans tous les cas qu'ils considerent cr est au plus {{k^ — 1) : 
1); de plus si ak-2 est non nul, cr est fidele. Lorsque n vaut 2, ils obtiennent le resultat suivant 
plus precis. 

Theoreme 6.3 ( IIBKall ). Supposons que n soit egal a 2 et que 

f{y,z) = [z,-y + cz+ £ ^ + t)' ajeC,ceR,k<2. 

j=[ y y 

j pair 

soit conjugue a un automorphisme sur une surface rationnelle d'entropie log?i„_yt ou logX,, ,t 
est la plus grande racine du polynome %n,k = 1 — ^ V x^ + x". 

7=1 

Soientxla reflexion {x^y) i-^ (j,x) etcr: Aut(£;) — ;> GL(Pic(2;)), g H> g*. 
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L'image de cr est le sous-groupe de GL(Pic(z)) constitue des isometrics qui preservent a 
la fois la classe canonique de Z et Vensemble des diviseurs effectifs ; ce sous-groupe est le 
groupe diedral infini de generateurs /* et i* . 

lis en deduisent, toujours pour n = 2, que generiquement les surfaces Za ne sont pas biho- 
lomorphiquement equivalentes. 

Theoreme 6.4 (fBKal). Supposons que n soit egal a 2, que k soit pair et superieur ou egal 
a 4. Soienta dans C*^'^^^ et fa une transformation du type 

(z,-y + cz+Y,-J + —)^ ajGC,cGM,A:>2. 

j=\ y y 

j pair 

qui soit conjuguee a un automorphisme sur une surface rationnelle Za- 

11 existe un voisinage Zl deO dans C*^/^^' tel que si a, a' sont deux points distincts de 11 et 

si aic-i estnon nul, alors Za n' est pas biholomorphiquement equivalent a Za'- 

2. Dynamique des automorphismes d'entropie positive : domaines de rotation 

Comme on I'a dit precedemment si Z est une surface complexe, compacte possedant un 
automorphisme / d'entropie topologique non nulle, un theoreme de Cantat assure qu'ou 
bien la dimension de KODAIRA de Z est nulle et dans ce cas / est conjugue a un auto- 
morphisme de r unique modele minimal de Z qui doit etre un tore, une surface K3 ou une 
surface d'ENRlQUES ; ou bien la surface Z est rationnelle non minimale et / est biration- 
nellement conjuguee a une transformation birationnelle du plan ( IICan99ll ). On a aussi vu 
que si Z est un tore complexe, I'ensemble de Fatou de / est vide. Si Z est une surface K3 
ou un quotient d'une surface K3, I'existence d'une forme volume invariante implique que 
les seules composantes de Fatou possibles sont les domaines de rotation. McMULLEN a 
montre I'existence de surfaces K3 non algebriques avec des domaines de rotation de rang 2 
{voir HMcMOZII ). Qu'en est-il si Z est une surface rationnelle non minimale ? Les automor- 
phismes d'entropie positive sur les surfaces rationnelles non minimales peuvent posseder 
de « grands » domaines de rotation. 

2.1. Enonces. 

Theoreme 6.5 ([BKbl). U existe une surface rationnelle Z possedant un automorphisme 
d'entropie positive h et un dommaine de rotation Zl . De plus, u est une union de disques 
de SlEGEL invariants sur chacun desquels h agit comme une rotation irrationnelle. 

La linearisation est un outil remarquable pour prouver I'existence de domaines de rotations 
mais c'est une technique local. Afin de comprendre la nature globale de la composante de 
Fatou u , Bedford et Kim introduisent un modele global et obtiennent le resultat suivant. 
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Theoreme 6.6 ([BKbJ). U existe une surface L obtenue en eclatant P^(C) en an nombre fini 
de points, un automorphisme L sur L , an domaine Q.de L et une conjugaison biholomorphe 
<i>: U ^ D.qui envoie {h, u ) sur {L,l). 
En particulier, hn'a pas de point periodique sur Zl\{z = 0}. 

Les auteurs introduisent pour n, m> lie polynome 

^^^_ t(r--l){t"-2t"-' + l) , , 

Si M > 4, m > 1 ou si « = 3, m > 2 ce polynome est un polynome de Salem. Soit 6 une 
racine de Xn.m qui ne soit pas une racine de I'unite. Pour I < j <n— I, {j,n) = I posons 

c = 2vocos(j7i/«) 
et considerons la transformation birationnelle / donnee dans la carte affine z = 1 par 

f{^,y) = iy,-5x + cy + - 

Les auteurs montrent le resultat suivant. 

Theoreme 6.7 ([BKb]). II existe une surface rationnelle Z obtenue en eclatant P^(C) en 
un nombre fini de points %: Z ^ P^(C) telle que n^^fn soit un automorphisme de Z. 
Deplus, Ventropie de f est la plus grande racine du polynome Xn.m- 

Bedford et Kim utilisent ensuite le couple {f'^,z) pour demontrer les enonces [63] et l6.61 

2.2. Construction des automorphismes et des surfaces. Nous allons detailler la construc- 
tion de la surface Z evoquee dans le Theoreme 16.71 

La transformation / s ' ecrit en coordonnees homogenes (j^ : — 5xy + cy^ +7^ :yz)', elle eclate 
exactement un point /? = ( 1 : : 0) et contracte exactement une droite Is! = {y = 0} sur le 
point 2 =(0: 1 :0). 
Commen9ons par eclater R a gauche et 2 a droite 

y = ui c _ r _m \ x = ai 



z = u\vi z = aib\ 



y = r\S\ E = {^1 = 0} f ^~ ^^^^ 

z = si A[ = {n = 0} \ z = di 

On a d'une part 

(mi,vi) — )- (mi,miVi)(j,_^) — ^ (mi : -8 + cui +uiv1 : uivi) 

U\ U\V\ \ f U\ 



F = { Ji = 0} 



-5 + CMi +MiVi' -5 + CMi+Mivf y (^^-j V-5 + CMi +M1V1' /(a^.by) 
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etd' autre part 

{n,si) -> (ri5'i,5'i)(-,,j.) -> (rji'i : -bri+crfsj + si : r^si] 



-?)ri+cr\s\ + si'' -hri+cr\s\ + si) ^^^^^ \ ' -?)ri+cr\s\+S]_ ^ ^^^^j^-^ 

II s'en suit que P = (0,0)(rj .vj) est d'indetermination, Aj est contracte sur S = (0,0)(cj,rfj) 

et E est envoye sur F. 

Desormais on eclate P a gauche et 5 a droite 

'^i=«2 G = {«2 = 0} ['r''\ H = {a2 = 0} 

si = U2V2 [ di= 0202 

:;;:f <=-<--«> {^;:? «-("-«) 

On constate que 

(m2,V2) -^ (M2,«2V2)(ri,«i) "> ("2^2 : -b + Culvj + Vj : M2V2) 

M9V2 M2V2 \ / M2V2 

' ^ ' M2,■ 



-8+CM2V2+V2' -5+CM2V2+V2y (^..) V ' ~5 + CM2V2+V2y (^,j_^j) 

-5 + C„2^V2+V2 M2V2 



V2 '-5 + C„23v2+V2/(^,^^^^) 



et 



rjsj r2S2 \ ( r2S2 



-5r2 + crls\ + 1 ' -5r2 + c?^5'^ + 1 / (^ ..j V ' -5r2 + crlsl + 1/(^1 j^ ) 

^ _^r2 + crlsl + \) ^^^^^^^' 

Ainsi G est envoye sur H et T = (0, 5)(„2,V2) ^^t d'indetermination. 
De plus 

/ X , / y^ yz \ . (y y^ 



hy + cy'^ + z^' -hy + cy'^ + z^ J (^^^) \z -hy + cy'^ + z^j (^^lA) 

-hy + cy^ + z^ yz \ 

z2 ' -^y + cy^ + z^j ^^^^^^^ 



ce qui montre que A2 est contracte sur U = (I,0)(c2,ii2)- 
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Pour finir eclatons T a gauche et L'^ a droite 
1"^ = "^^, K={.3=0} ["r"'V L = {«3=0} 

[''' = '''' G = {.3 = 0} ["r"f'^^ L = V3=0} 

\ V2 = 53 + 5 I i i ]^ d2=d3 L J J 

On a 

(m3,V3) -> (m3,M3V3+5)(„2,v2) "^ (m3("3V3 + 5) : V3 + CM^(m3V3 + 5)^ : M3V3 + 5) 

M3(m3V3+5) M3V3 + 5 ^ f M3V3 + 5 

U3, ■ 



V3+CM^(m3V3+5)2 V3+CM|(M3V3 + 5)2y j^,..j V "^^ + ^'4i'^'i"^^ + ^^ ^ (ci.di) 

et 

(r3,53) -> (r3i'3,53 + 5)(„2,v2) -^ (''i'53('53 + 8) : l+Cr^5'3(5'3 + 6)^ :r3(5'3 + 5)). 

Par suite K est envoye sur A = {x = 0} . 
Enfin 

5y + cy'^ + z^ yz \ fcy'^-hy z^ 



en particulier A3 est envoye sur L. 

On peut done enoncer le resultat suivant. 

Proposition 6.8. La transformation f induit un isomorphisme entre BIrpjP^ etBlg^t/P^. 

Les differentes composantes sont echangees comme suit 

E^F, G^H, K^A, A'^L. 

Supposons que « = 4, que 5 soit une racine de X4 1 et que c = 2\/5cos(7l/4) = \/2\/5 
alors f^{Q) = R done quitte a eclater f'{Q), f'{S) et f'{U) pour / = 0, ... ,3 la transforma- 
tion / est conjuguee a un automorphisme sur P^(C) eclate en ces 12 points. On a 

A"^/L, E^/F, G^/H, K^/A, fF^fF, 



fu^fu, /L^/L, fF^fF, fn^fn, fh^fh, 

fF^F, fn^G, fh^K. 

Autrement dit la matrice de /* dans la base 



{A', E, G, K, /F, /H, /L, fF, fU, fh, /F, /H, fh} 
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est donnee par 
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le polynome caracteristique de cette matrice s'ecrit {X + 1)^(X — 1)^(X^ + l)^X4.i . La plus 
grande valeur propre est en module proche de 1,7. 



CHAPITRE 7 



Une autre fa^on de construire des automorphismes d'entropie 

positive 

Dans BDGIOI les auteurs s'interessent, entre autres, a la transformation 



<I>„ = (^z"-^+/:jz"-^z"), 



n>3. 



Dans ce chapitre nous allons reprendre quelques-uns de leurs resultats ; pour simplifier les 
calculs nous supposerons que « = 3 et on designera par <I> la transformation O3 . On constate 
que la suite (deg<I>")„gN est bornee (O*^ = {x + ky^ ,y) dans la carte affine z = 1), done <I> 
est conjugue a un automorphisme sur une certaine surface rationnelle Z et un itere de <I> 
est conjugue a un automorphisme isotope a I'identite. La transformation <I> eclate un unique 
point P = ( 1 : : 0) et contracte une unique droite A = {z = 0} . 



1. Construction 

La premiere etape est la construction de deux points P\ et P2 infiniment proches de P tels 
que <J> induise un isomorphisme entre P^(C) eclate en Pi et P^(C) eclate en Pj- La seconde 
etape consiste a trouver des automorphismes cp de P^(C) tels que Pi, (pP2, cpOcpPz soient 
a supports distincts et Pi = ((p<I>)^(pP2 done tels que ((p*I>)^ induise un automorphisme de 
p2(C) eclate en Pi, cpPi, cp<I>cpP2. 

1.1. Definitions de Pi, P2. Commenfons par eclater le point P : 



Q 



Pi 
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Posons y = ui et z = uiv\; on remarque que (mi,vi) sont des coordonnees au voisinage 
de Pi = (0,0)(„j vj) dans lesquelles le diviseur exceptionnel est E = {ui = 0} et la trans- 
formee de A est donnee par Ai = {vi = 0}. Posons y = ris\ et z = 5'i; notons que {ri,si) 
sont des coordonnees au voisinage de Q = (0,0)(r| jj) dans lesquelles E = {i'l =0}. On 
remarque que 



(mi,vi) -> (Mi,MiVi)(-y^j.) -> (vi+Mi :viMi : vjui) 



v\u\ v\u\ 






,Vl 



("l,Vl) 



et 



{ri,si)^ (ri5'i,5'i)(3,_^) -> {l+r\si : ns'i :5'i) 



r\si 



s\ 



1 + r{si 1 + rpi 



{y.z) 



n, 



S\ 



l+''i^i/(n,.i) 



il en resulte que P\ est un point d'indetermination, Ai est contracte sur P\ et E est fixe. 
Eclatons Pi : 



Pi 



A2 



Posons u\ = U2 et vi = ^2^2- Remarquons que (m2jV2) sont des coordonnees au voisinage 
de P2 = (0,0)(„2 V2) d^i^^ lesquelles A2 = {vj = 0} et F = {u2 =0}. Si on pose ui = r^s^ 
et vi = S2 alors (r2,52) sont des coordonnees au voisinage de A = (0,0) (^2,42)' ^^"^^ '^^^ 
coordonnees F = {52 = 0}. De plus 



(«2,V2) -^ (m2,«2V2)(„i,v,) -^ (I+M2V2 : U2V2 '■ "2^2) 



et 



('-2,^2) -^ {r2S2,S2){r,^,,) -^ {r2 + S2 : r2.S2 : r2sl). 
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Notons que A est d'indetermination. On a aussi 

("2,V2) ^ (m2,"2V2)(„i,vi) ^ (1 +M2V2 : "2^2 ^ "2^2) 



M2V2 

-— 2'"2V2 

1+"2V^ /(„,,v,) 



d'ou F et A2 sont contractes sur A. 
Eclatons A : 



M2V2 

1+"2V^ /(r2,.2) 



2,,2 



M^V: 



2^2 



3,3 



MoV: 



1 + M2V2 ' 1 + M2V2 / 



2 "2 



{y,z) 



s 

T 



G 



E2 



Pi 



A3 



Posons r2 = M3 et 52 = W3V3; ("3, V3) sont des coordonnees au voisinage de Ai = (0,0)(„3 ^3), 
coordonnees dans lesquelles Fi = {v3 = 0} et G = {^3 = 0}. Si r2 = r3>y3 et S2 = s^, 
alors (r3,5'3) est un systeme de coordonnees au voisinage dans lequel E2 = {rj, = 0} et 
G = {53=0}. On a 



(m3,V3) -^ (m3,M3V3)(^2,.V2) ^ (1 +^3 : U3V3 ■ "3^3), 



(r3,53) -^ (r35'3,5'3)(^2 ,2) -> (1 +r3 : r^sj : rjsl) 
Le point T = {—\,0)(^r3,s3) est d'indetermination. De plus 



("3,V3) 



2 2 3 3 

^^3^3 "3^3 

1 + V3 ' 1 + V3 



iy,z) 



U3V3 

I+V3 



,M3V3 



(ri-si) 



d'oLi G est fixe et Fi contracte sur S = (1,0)(^3^3) 
Eclatons T a gauche et 5 a droite 



2, ,2 



UnV 



3 "3 



1+V3 
1 



,"3V3 



1+V3 



,«3V3 



(«l,vi) 



{r3,S3) 
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Tl 



Ai 



G, 



B 



F2 



E3 
H 



A 



A4 




Posons rs = M4 — 1 et i'3 = M4V4; dans le systeme de coordonnees (M4, V4) on a Gi = \y\ = 0} 
et H = {m4 = 0}. Notons aussi que {r4,S4), ou rj, = r/[S4 — 1 et 5'3 = 54, est un systeme de 
coordonnees dans lequel H = {s^ = 0}. D'une part 



M4 



M4 — 1 



(«3,V3) 



(m4,V4) -^ (m4-1,M4V4)(^3^,3) -^ ((m4 - 1)m4V4, (m4 - 1)m4V4)(3,_^) 

-^ ((m4-1)m4V4,M4V4)(„|^vi) "^ ((^^4 " 1)V4, M4V4)(r2,V2) "^ ( ("4-l)v4, 

par suite H est envoye sur F2; 
d' autre part 

(r4,5'4) -> (r454 - 1,54)(^3 ,,3) ~^ (''4 : (?'4'S4 - 1)^4 : (^4^4 - 1)'54); 

il s'en suit que B = (0,0)(^^ v^) est d'indetermination. 

Posons rs = a4 + 1, 5'3 = a^b^; {a^^b^) sont des coordonnees dans lesquelles Gi = {b^ = 0} 
et K = {a/[ = 0}. On peut aussi poser r^ = C4J4 + 1 et 5'3 = ^4 auquel cas (04,^4) sont des 
coordonnees dans lesquelles K est donne par J4 = 0. 
Remarquons que 



("3,V3) 



7- ,"3V3 

1+^3 /(,3,,3) 



V3 



, -M3(l+V3) 



par suite F2 est envoye sur K. 
On constate que 

(mi,vi) -^ (vi+Mi :miVi : miVj] 

MlVl 



MlVj U\v\ 



u\v\ 



,Vl 



(wi.vi) 



"1+^1 /(.2,.V2) 



^ 2 '^1 
"1+^1 /(r3,.3) 



Vl 
Ml +Vi 



(C4A) 



ainsi A4 est contracte sur C = (0,0)(c4 .^4)- 
Maintenant eclatons B a gauche et C a droite. 
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Bi 


Hi 


A3 




L 


^5 




F3 







E4 




G2 A5 G2 ^5 

Posons r4 = M5, 54 = M5V5 et r4 = rgsj, 54 = 55. Alors (msjVj) (resp. {ri,Si)) est un systeme 
de coordonnees dans lequel L = {mj = 0} (resp. Hi = {V5 = 0} et L = {^'5 = 0}). Notons 
que 

(m5,V5) -> {Ui,UsV5)r^j^ -^ (1 : V5(m5V5 - 1) : U5vj{ujv5 - 1)) 

et 

''5,^5) -^ (''5^5,^5)r4,v4 -> ('"5 : rssj - 1 : S5{r5sj - 1)). 
On en deduit que L est envoye sur A5 et qu'il n'y a pas de point d'indetermination. 
Posons C4 = a5,d4 = a^b^ et C4 = csd^, d4 = ds. Dans le premier (resp. second) systeme de 
coordonnees le diviseur exceptionnel M est donne par {a=, = 0} (resp. {J5 = 0}). Notons 
que 

VI \ /I 



(mi,vi) 



,Vl 



,Vl 



^ ' 1 / (t4,d4) \ i ' 1 / (t5,d5) 

en particulier A5 est envoye sur M. 

La construction qui precede permet d'enoncer le resultat suivant. 



Proposition 7.1 ( HDGIOI ). Soit P\ (resp. P2) le point infiniment proche de P obtenu en 

edatantp2(C) atP,PuA,T etU (resp.P,Pi,A,SetU'). 

La transformation <I> induit un isomorptiisme entre Blp P^ et Blp P^. 



Les differentes composantes sont echangees comme suit 
A^M, E^E, F^K, G^G, 



H 



Soit (p un automorphisme de P^(C). Dans le paragraphe qui suit on va ajuster cp de sorte 
que ((p<I>)^cp envoie Pi sur P2. 



1.2. Conditions de recollement. Soit g un germe de biholomorphisme de (C^ , 0) donne 



par 



8{y,z) 



Mijy'z-', 



£ n^jy'A+oi\\iy,z)\\' 



I 

'0<!j<4 0<!j<4 

On remarque que g(0,0) = (mo.o,no,o) done g{P) = P si et seulement si mo.o = «o.o = 0. 
Dorenavant nous supposerons que mo,o = "0,0 = 0. Designons par g^ (resp. g^) la premiere 
(resp. seconde) composante de g. 
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Posons _y = Ml et z = uivi . Considerons la transformation g\ donnee par 



gl(Ml,Vi) = g (Mi,MiVi, 



'gi(Mi,Mivi)y ■ 

On remarque que gi(0,0) = (O, ^ J ; ainsi gi(0,0) = (0,0) si et seulement si «i_o = 0. 
Supposons dans la suite que «i o = 0. 
Posons u\ = r2S2 et vi = 52- On definit g2 par 

. ^ fg\{r2S2,S2) 2i 

g2[r2,S2) = -y; ^,g\\r2S2,S2, 

\g\\r2S2,S2) 

Mors g2(0,0) = (0,0), i.e. g2(A) = A. 

Posons r2 = r^s^ et S2 = s^. Soit g^ la transformation donnee par 

/ X /^5i(''3^3,^3) 2, N 

g3(^r3,53) = ^- -.g^ir-iS-i.S-i) 

\g^(r3S3,S3) 

1.0 A 1 Tl C^'an C.lt ^..Q ^_ ('C\ T cl Qt CQ..lQTV^Q^f cl 10 



On peut verifier que ^3 ( 1 , 0) = -^ ,0 . II s'en suit que §3 (S) = T si et seulement si 

\"0A ) 

Supposons que m\Q = t^ et que «o 1 = i^^ auquel cas -^ = —1. 

"0,1 
Finalement si r-^ = r4S4 + 1 et 5'3 = i'4, on pose 



/ N / 53V'4J4T^ ^,'54; T^ i 2/ ,1 \\ 

^4(^4, ^4) = ( 27r— — T— ^'^3(''4'*4 + l,^4) ) • 



' g3(r4^4 + 1,-^4) + 1 ^2/ 

gl{r4S4 + \,S4) 

On note que g4 (0, 0) = f H3»'o,i'+2i«2.o) qV On en deduit que §4 (0, 0) = (0, 0) si et seulement 

si 3/710.1? + 2i?i2.o = 0. 

Ceci permet d'enoncer la proposition qui suit. 

Proposition 7.2 ( HDGIOII ). Un germe g de biholomorphisme de (C^,0) donne par 

g(j,z) = ( X '"^yV, I n,jy'A+o{\\{y,z)\\') 

0<r,j<4 0<iJ<4 

envoie P2 sur Pi si et seulement si 

"^0,0 = "0,0 = 0, ^1,0=0, mifi = t^, no,i=it^, 3mo,if + 2i?i2,o = 0. 

2. Une premiere famille d'automorphismes 

La construction detaillee precedemment permet d'exhiber des families d'automorphismes 
d'entropie positive. Avant de donner celle-ci introduisons la notion suivante. Soient U un 
ouvert de C^', cp: [/ — )• PGL(3;C) une transformation holomorphe et / une transforma- 
tion de Cremona. La famille de transformations birationnelles ((Pai,...,a„/)(ai,...,a„)ef/ ^^t 
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localement holomorphiquement triviale si pour tout tto dans U il existe une application 
holomorphe d'un voisinage Uoo de tto dans PGL(3;C) telle que 



M, 



ttO 



Id, 



Va G ^ao, (Pa/ = Ma(cpao/)M„ ' 



Theoreme 7.3 ( HDGIOI X Soil cpa Vautomorphisme du plan projectif complexe defini par 

aGC\{0,l}. 



(?a 



a 2(1 -a) 2 + a-a^ 
-1 a + 1 

1 -2 1-a 



La transformation (pa<I> n'a pas de droits invariants et est conjuguee a un automorphisme 
de p2(C) eclate en 15 points. 

Le premier degre dynamique de cpaO est ^2^ > ^ • 

La famille cpaO est localement holomorphiquement triviale. 



Demonstration. La premiere assertion est donnee par la Proposition l7.2l 
Passons a la seconde. Les differentes composantes sont echangees comme suit ( 91.11 ) 

A -^ cpM, E — > (pE, F -^ (pK, G — > (pG, H — ^ (pF, L -^ (pA, 

9E ^ 94>(pE, 9F -^ (p4>(pF, (pG ^- (pOcpG, (pK ^- cpOcpK, cpM -^ cpOcpM, cpOcpE ^- E, 
cpOcpF -^ F, cpOcpG ^ G, (p<I>(pK — >^ H, cpOcpM -^ L, 



Ainsi dans la base {A, E, F, G, H, L, cpE, cpF, cpG, cpK, (pMcpOcpE, cpOcpF, (p<I>(pG, cpOcpK, (p<I>(pM} 
la matrice de (cpO)* est 
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7. UNE AUTRE FAfON DE CONSTRUIRE DES AUTOMORPfflSMES D'ENTROPIE POSITIVE 



et son polynome caracteristique est donne par 

(X^ -3X + \){X^-X + 1)(X + \)^{X^ +X + \f{X- 1)"*. 
Ainsi 

Reste a justifier la derniere assertion : soit ao dans C \ {0, 1}. On peut trouver localement 
autour de ao une matrice Ma dependant holomorphiquement de a et tel que pour tout a 
proche de tto on ait cpa<I> = Ma^(pao^Ma- La matrice 

1 tto - a 
Ma= I 
1 



convient. 



D 



3. D'autres exemples 

Comme on I'a deja mentionne, la construction detaillee precedemment est dans HDGlOl 
faite pour <I> = {xz"^^ +3'" : yz"^^ '■ z") pour n > 3. On peut done obtenir des families d'au- 
tomorphismes d'entropie positive pour « > 3. 

Theoreme 7.4 ( HDGIOII ). Supposons que n>3et que 



9a,p 



2P 1+St+6| 



1 ^ - 
a 

-1 

a p 







avecae C*, P G C etbk 



:exp,i-±l)- 



l,0<k<3n-\. 



La transformation (Pa,p<I> est conjuguee a un automorphisme de P (C) eclate en 3{2n — 1) 

points. 

Le premier degre dynamique de cp^ p<I> est ^((Pa,p*^) 



n+s/n--4 ^ 1 
2 ^ ^• 

La famille cpoi.p<I> est localement holomorphiquement triviale. 



Theoreme 7.5 ( IIDGIOII ). Supposons quen>4 et 

(Pa,p,y,5 = 



a 


8(«-7) 
P 



o p(fet-a-) 



Y 
5 




-a 



avec a, P G C, Y, 6 G C* , a / Y, £^ = exp ( -^ — ],0<k<n-\. 

La transformation (Pa.p.Y,5*I* est conjuguee a un automorphisme de P^(C) eclate en An — 2 
points. 
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(»-i)+y(;n)2^ 

2 



>1. 



Le premier degre dynamique de (Pa.p.Y,8<I> est ?t((Pa.p.y,s*I*) 

La famille (?afi.y,&^ ^^f localement holomorphiquement triviale. 

De plus, dans IIDGIOL les auteurs utilisent la meme methode avec une transformation bira- 
tionnelle qui contracte une droite et une conique et obtiennent la encore une famille d'auto- 
morphismes d'entropie positive sur le plan projectif eclate en un nombre fini de points. 

(/z:x(xz + /) -.y^xz + y^)) et 

-^(5i^/3 + ll) 
_a(5iV3 + ll) 



Theoreme 7.6. Soient f - 



(Pa 



|^(37i\/3 + 3) 

^(-15 + lliV3) 

_«(2iV3 + 3) 



a 
1 








avec a G 



La transformation cpa/ est conjuguee a un automorphisme de P^(C) eclate en 15 points. 

Le premier degre dynamique de cpa/ est ^ y ^ > 1. 

The associated family of rational surfaces parameterized by a is locally holomorphically 

trivial. 
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